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1. UvOD

Linearna algebra je grana matematike koja izu¢ava vektore, matrice i linearne operatore.
Buduc¢i da rad s matricama zahtjeva puno vremena i lako se pogrijesi prilikom racunanja
zbog ljudske nesmotrenosti, pokazalo se prakticnim koristiti ra¢unala i programska
rjeSenja kako bi se olakSalo i ubrzalo obavljanje razli¢itih operacija nad njima i smanjila
mogucnost pogreske. Zbog slozenosti pojedinih algoritama pokazalo se dobrim koristiti
programski jezik C koji je brz 1 omoguava upravljanje memorijom.

Kratki pretpregled:

1.1. Zadatak zavrSnog rada

Prikazati osnovne algoritma linearne algebre I. u programskom jeziku C i napraviti
program koji ¢e obavljati osnovne operacije nad matricama i vektorima.

Drugo poglavlje sadrzi osnovne informacije o programskom jeziku C

Tre¢e poglavlje ¢e obradivati vektore i osnovne operacije s vektorima kao §to su
zbrajanje vektora, mnozenje vektora skalarom, skalarni umnozak, vektorski umnozak i

mjeSoviti umnozak.

Cetvrto poglavlje se bavi matricama i osnovnim operacijama nad matricama kao §to su
mnozenje matrice skalarom, zbrajanje, mnozenje i transponiranje matrica, trazenje

determinante matrice, adjungiranje i invertiranje matrice i rangom matrice.

Posljednje poglavlje ¢e biti zakljucak i sadrzavat ¢e osvrt na prethodno napisana

poglavlja.



2. PROGRAMSKI JEZIK C

C je visi programski jezik kojeg je osmislio Dennis Ritchie 1970-ih kao alat za programiranje
rac¢unalnih operacijskih sustava, to¢nije UNIX-a. C je s vremenom dozivio niz promjena i ima
viSe inacica s vlastitim standardima kao $to su: K&R C, ISO C/ ANSI C, C99i C11.

Uskoro je nasao primjenu i u ostalim podrucjima, osim izrade operacijskih sustava, pa se tako
poceo upotrebljavati za izradu tekst procesora, racunalnih igara i sl. Iako je C jezik Siroke
primjene, trenutno mu popularnost opada jer zahtijeva od programera poznavanje upravljanja
memorijom racunala, dok vecina novijih jezika ima ugradeno automatsko upravljanje
memorijom.

Ipak, taj nedostatak je ujedno i C-ova prednost jer mu skoro pa izravan pristup memoriji
omogucava brze izvodenje koda programske podrske.
C u posljednje vrijeme ponovo pronalazi uporabu u programiranju mikrokontrolera i interneta

objekata bas zbog iznad navedenih svojstava.

C sadrzi sve osnovne tipove podataka kao $to su: cjelobrojni(int), znakovni (char), realni (float) i
realne dvostruke to¢nosti (double). Takoder se programerima pruza moguénost da stvaraju
vlastite tipove podataka kao §to su strukture ili da stvaraju polja istovrsnih tipova podataka.
C sadrzi sve osnovne naredbe za kontrolu toka kao $to su: if/else, for, while, do/while i switch.
Svaki program u C-u obavezno mora sadrzavati jednu main() funkciju kako bi radio. Osim nje
moze sadrzavati 1 neodreden broj drugih funkcija. C nema ugradene funkcije kao neki
programski jezici, nego ih mora uvoziti iz biblioteka pomoc¢u pretprocesorske naredbe #include.
Neke od poznatijih  biblioteka su stdio.h, stdlib.h, string.h, math.h itd.

[1][2]



3. VEKTORI

3.1. O vektorima

Vektor je usmjerena duzina. Moze ga se odrediti s dvije tocke T1i T2, gdje je T1 pocetna

tocka ili hvatiste vektora, a T je krajnja tocka i oznacava se kao T T.

Vektore se moze oznaciti i malim tiskanim slovima [3], zato se moze uvesti

T,T, = a,
gdje su
T1(x1,1, X1,2,X1,3) ---'xl,n)'

T, (x2,1: X2,2)X2,3) ee) xz,n)'

d= (x2,1 - x1,1)x_1) + (xz,z - x1,2)x_2) + (x2_3 - x1,3)73 + o+ (Ko — X1,0) X

[3]

Za potrebe zavrSnog rada bilo bi pozeljno definirati vektore u trodimenzionalnom
vektorskom prostoru V3 s 3 medusobno okomite osi: Ox, Oy i Oz i njima pripadajuéim,
linearno nezavisnim, okomitim, jedini¢nim vektorima %, 7, k. [4]

Za vektore se kaze da su medusobno nezavisni ako se ne mogu prikazati kao linearna

kombinacija preostalih vektora, odnosno relacija

ax; + Bx; + yx; + - + wx, = 0, vrijedi samo

akosua=f=y=-=w=0 [3]

Svaki vektor iz vektorskog prostora V3 je moguée prikazati kao zbroj jedini¢nih vektora
07 k.

Sada se tocke Ty 1 T, moze prikazati

kao

Ty (x4, V1 Z1),



T5(x2, ¥2,22),
Totkama T; i T, odgovaraju radij-vektori OT; i OT,.
OT; = (xy = 0T + (1 = 00 + (21 — OO = x,T+ yaf + 21k |
0T, = (xp = 0T + (v, = 0] + (22 = Ok = X0+ yo] + 25k

Vektor a se moze prikazati kao zbroj vektora m i OT,:

(_i = T10 + OTZ = OTZ - 0T1 = x2?+y2f+ 22E —x1?+y1]_)+Z1E =

(r2 = )T+ (72 — y)f + (22 — 2Dk (*)

Neka su:
Ay = X2 — X1,
ay =Y2 — V1,
a; =z — 23,
Uvrstavanjem a,, a,, a, U (*) dobije se:
d=a,+a,j+ a,k
Svaki vektor ima 3 osobine koje ga opisuju, a to su duljina (modul), smjer i orijentacija.

[3]

Modul vektora iskazujemo kao

ld| = /a§+a§+a§

Smjer govori na kojem pravcu nositelju se nalazi duljina.

Orijentaciju se odreduje za vektore istog smjera - kolinearne vektore. Za vektore se kaze
da su kolinearni ako se mogu iskazati kao skalarni umnozak jedan drugoga. [3] Dva
kolinearna vektora mogu biti iste i suprotne orijentacije. Dva vektora imaju istu
orijentaciju ako vazi d = Ab,

a suprotnu ako je @ = —Ab,

gdje je 2>0, 1€eR .

U programu je vektor realiziran strukturom



3.2. Zbrajanje vektora

3.2.1. O zbrajanju vektora

Vektori se zbrajaju koriste¢i pravilo trokuta i pravilo paralelograma.

e=a+h

O a A

S1.3.1. Zbrajanje vektora pravilom trokuta

(8]

S1.3.2. Zbrajanje vektora pravilom paralelograma

Svaki vektor u trodimenzionalnom pravokutnom vektorskom prostoru moze se prikazati

kao zbroj tri linearno nezavisna jedini¢na vektora 1,7, k, koji odgovaraju trima

medusobno okomitim osima: Ox, Oy i Oz. [4]

Neka su: ad=a,l+a,j+ a,k,
b = byi+ byj + b,k
i=d+b

Slijedi da je:



€= ayi+ ayj + ak + byl + by + bk = (a, + b)i + (ay, + b,)j + (a, + b,)k .

Odnosno zbroj vektora je jednak zbroju njihovih odgovarajucih jedini¢nih vektora.

3.2.2. Svojstva zbrajanja

1.Grupoidnost:
Rezultat zbrajanja 2 vektora je vektor

2. Asocijativnost

Za vektore d, b, ¢ evs vrijedi:

3. Neutralni element
Za proizvoljni vektor @ € V3 postoji neutralni element 0 (nul-vektor) za koji vrijedi
i+0=d
4. Inverzni element
Za proizvoljni vektor d € V3 postoji inverzni element —d za koji vrijedi
a+(—-a)=0
5. Komutativnost
Za vektore @, b € V3 vrijedi

d+b=>b+al[3]
3.2.3 Programsko rjeSenje zbrajanja i vremenska sloZenost algoritma

struct_vektor* zbroji_vektore(struct_vektor* V1, struct_vektor* V2)
{
struct_vektor* VV=alokacija_vektora();
for(int i=0; i<n; i++)
/*polje s 3 elementa za pohranjivanje skalara koji mnoze kanonsku bazu prostora V3*/

{
V->vektor[i]=V1->vektor[i]+V2->vektor[i];



[*Zbrajamo odgovarajuce elemente vektora,

Zbroj skalara koji stoje uz 7 sprema se u prvi element polja, one koji stoje uz j u drugi, a
uz k u treéi*/

}

return V,

Vremenska slozenost ovog algoritma je O(n), gdje je n broj vektora baze vektorskog
prostora.

3.3. MnozZenje vektora skalarom

3.3.1. Teorijska podloga

—

Za proizvoljni vektor @ €V3 i 1€ R definira se vektor b za koji vrijedi

-

=a

oy

Jerjed = a,l +ay,j+ ak i b=bl+ byJ + b,k, uvrstavanjem se dobije
bl + byj + bk = da,i+ dayj + a,k

Zbog linearne nezavisnosti 7, 7, k vrijedi:
by = Aay, by, =2a, i b,=1a,

3.3.2. Svojstva mnoZenja skalarom

1.Distributivnost vektora [3]
Zad, b€V i 1€R vrijedi
M@+ b) = 2d + Ab



2. Distributivnost skalara
Zad € V3 i ApeR vrijedi
(A+wa=21a+pa

3. Kvaziasocijativnost
Zad€V3 i A peR vrijedi
(Awa = A(ua)

3.3.3. Programsko rjesenje mnoZenja skalarom i vremenska sloZenost algoritma
void pomnozi_skalarom(float a, struct_vektor* V){
for (int i=0; i<n; i++){
V->vektor[i]*=a;
¥
¥

Vremenska slozenost ovog algoritma je O(n), gdje je n broj vektora baze vektorskog
prostora.

3.4. Skalarni umnozak vektora

3.4.1. O skalarnom umnosku vektora

Neka postoje 2 vektora a, bevs koje mnozimo skalarno, njihov umnozak ¢e biti realni

broj m € R koji je jednak umnosku modula navedenih vektora i kosinusu kuta izmedu
njih. [4]

m=a-b = |d| - |b|cosx(db)

Nekasu d = a,l+a,j +a,k i b= b,i+byj+b,k,

1z toga slijedi:

b =d = (a0 +ay] +ak) - (bl+byj+bk) =

Q

+ayj - byl +ayj-b,j+a,j- bk



+a,k - byl + ayk - byJ + ak - byk.

Budu¢i da su jedini¢ni vektori 7, 7, k baze vektorskog prostora, medusobno su linearno
nezavisni i okomiti pa za njih vrijedi [3]:

1= 7] - |llcosx (@) = [7] - [Y|cosx(0°) = |7]? =1,

~{

U-7 =1l - lJlcos< (@) = I7] - [Jlcosx(90°) = 0,

k=1 |E|cos<(?§) = 7] - [J]cosx(90°) = 0,

77 =171 Jlcos« () = |1 - [/lcosx(0°) = |JI* = 1,

j’, E = Ijl . |E|COS{(_7E) = Ijl . |E|COS<(9OO) =0,

R% = [F] - [R|cos<(kR) = [F] - [Fleos<(0%) = [k[ = 1

Iz ovoga konacno slijedi
d-b=a, be-[l°+a,-b,-ljI*+a, b, kI =a,-b,+a, b, +a, b,

3.4.2. Svojstva skalarnog umnoska vektora

1. Pozitivnost [4]

-

a-da=>0,d-da=0 akoisamoakojea =0

2.Komutativnost

Za umnozak dva vektora vrijedi:

Qu
Sl
Il
Sl
Q

3.Distributivnost
Za bilo koja 3 vektora vrijedi:

-

i-(b+&)=da-b+d-¢

4. Homogenost

Za a,bevs i 1€R vrijedi

3.4.3. Programsko rjesenje skalarnog umnoska vektora i vremenska sloZenost
algoritma
float skalarni_umnozak(struct_vektor* V1, struct_vektor* V2, int n){



float umnozak=0;
for(int i=0; i<n; i++){

umnozak+=V2->vektor[i]*V1->vektor[i];

/*umnosku pridodajemo umnozak skalara odgovarajucih jedini¢nih vektora+/

¥

return umnozak;

ks

Vremenska slozenost algoritma skalarnog umnoska dvaju vektora je O(n), gdje je n broj

vektora baze vektorskog prostora.

3.5.Vektorski umnozak
3.5.1. O vektorskom umnosku

Imamo vektore dab,cevs

Gdije je vektorski umnozak dva vektora @ x b vektor &, koji je okomit na vektore @i b i

¢iji je modul jednak povrSini paralelograma konstruiranog na ta dva vektora. [4]

—

c=axb

1¢| = |d| - |b|sinx(db)

Nekasu d = a,l+a,] +a,k i b= b,i+byj+b,k,
1z toga slijedi:
@ x b = (al+ ay] + ak) x (bl + byj + b,k) = a, i x byl + a, i x byJ +
a,l X bZE+ayj’>< byl + a,j x byJ + a,j x b,k + a,k x bl + ak x byJ +
aZE X bZE.
Budu¢i da su jedini¢ni vektori 7,7, k baze vektorskog prostora, medusobno su linearno
nezavisni i okomiti pa za njih vrijedi:
Ix 1=t |tlsinx(@) = [7] - |{|sinx(0°) = 0,
ix] =11 JIsing@) - k = [7] - |]|sinx(90°) - k = k,
ixk = 1| - |k|sin&(ik) -7 =[] - |k|sina(—=90°) -] = -7,
7x7=1]l-7lsinc(G)) = |j] - |jIsinx(0°) = 0,
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-

7% k = Iyl - |E|sin<(f§) 1=1J]- |E|sin<(90°) =1
kxk= |E| . |E|sin<(§§) = |E| . |E|sin<(0°) =0

Uvrstavanjem u prethodni izraz i sredivanjem dobijemo:

-

C=dxb=a,lXbl+a,l xbyj+ a,lx bZE+ayfx byl + a,j x byJ + a,j x bziz +
a,k x b,i + ayk x byJ + ak x bk =0+ axh, k —ayb,] — aybe +0+ayb, T+
azby J — azb, T+ 0

Konacno [3] :

¢=dxb = (ayb, — a,b,) T+ (asby — azh,) j+(ahy, — ayb,) k
3.5.2. Svojstva vektorskog umnoska

1.Antikomutativnost [4]
Zad, b € V3 vrijedi

i x b=—(b x d) .

2.Distributivnost

Za vektore d, b, ¢ € V3 vrijedi

- -

Gx(b+&)=dxb+dx?e.
3. Homogenost
Zad,b €V3i 1€ R vrijedi

AM@xb)=2dxb

3.5.3. Programsko rjeSenje vektorskog umnoska i vremenska sloZenost algoritma

struct_vektor* vektorski_produkt(struct_vektor* V1, struct_vektor* V2){
struct_vektor* VV=alokacija_vektora();
V->vektor[0]=(V1->vektor[4]*V2->vektor[3])-(V1->vektor[3]*V2->vektor[4]);
V->vektor[4]=-((V1->vektor[0]*V2->vektor[3])-(V1->vektor[3]*V2->vektor[0]));
V->vektor[3]=(V1->vektor[0]*V2->vektor[4])-(V1->vektor[4]*V2->vektor[0]);
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return V;

}

Vremenska slozenost algoritma je O(n)=1 jer ne postoji nikakva promjenjiva varijabla od
koje zavisi vremenska sloZenost algoritma

3.6. MjeSoviti umnozak

3.6.1. O mjeSovitom umnosku triju vektora

cevVs.

Sl

Neka su vektori a,
Mjesoviti umnozak vektora d, b, & je skalar m € R, za koji vrijedi

m=(@xb)-¢

Vrijednost skalara m jednaka je obujmu paralelepipeda kojega zatvaraju vektori a, b, é.
MozZe se zamijetiti da se mjeSoviti produkt sastoji od vektorskog i skalarnog umnoska, tj.

(@xb)=d iz Sega slijedi d-¢=m. [4]
O vektorskom i skalarnom umnosku je pisano u prethodnim potpoglavljima, zato nije
potrebno nesto narocito re¢i o mjeSovitom produktu.

3.6.2. Programsko rjeSenje mjeSovitog umnoska i vremenska sloZenost algoritma

U programskom rjeSenju bi bilo najbolje posluZiti se gotovim rjeSenjima iz prethodnih
pootpoglavlja.
Programsko rjesenje:

float mjesoviti_produkt(struct_vektor* V1, struct_vektor* V2, struct_vektor* V3){

return skalarni_umnozak(vektorski_produkt(V1, V2), V3, 3);
}

Mozemo zakljuéiti da programsko rjeSenje ima vremensku slozenost O(n)=1 jer nema
nijednu varijablu.
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4. MATRICE
4.1.0 matricama

4.1.1. Sto je matrica?
Matrica je svaka pravokutna tablica realnih ili kompleksnih brojeva. Ako matrica sadrzi m

redaka i n stupaca, kazemo da je tipa m x n i zapisujemo ju u obliku

aj; Qg2 Qqp
A=| ' :
A1 Amn

ili krace A=(a;;). Element a;; naziva se op¢i element matrice A. To je realan ili
kompleksan broj.
Za kvadratnu matricu s n redaka i stupaca kaze se da je reda n. Za kvadratnu matricu se
kaze da je gornja trokutasta ako su joj svi elementi ispod dijagonale jednaki nuli. donja
trokutasta ako su elementi iznad dijagonale jednaki nuli, dijagonalna ako su svi elementi
osim onih na dijagonali jednaki nuli, skalarna ako su svi elementi dijagonalne matrice
jednaki. Za dijagonalnu matricu kojoj su dijagonalni elementi jednaki jedinici kazemo da
je jedini¢na matrica i ozna¢avamo ju s |. Matricu kojoj su svi elementi jednaki nuli
nazivamo nul matricom 1 oznacavamo S 0.
4.1.2. Realizacija matrica u programskom rjeSenju
U programskom rjeSenju matrica je deklarirana kao struktura koja sadrzi dvije
cjelobrojne varijable, koje odreduju broj stupaca i redaka matrice, dva pokazivaca na
strukturu matrice kako bi se mogla napraviti povezana lista koja bi sluzila za pohranu
matrica i dvostruki pokaziva¢ kako bih mogao alocirati 2D polje koje sadrzi matri¢ne
vrijednosti.
typedef struct struct_matrica{

int br_redaka;

int br_stupaca;

float** matrica;

struct struct_matrica *iduca_matrica;

struct struct_matrica *prethodna_matrica;}

13



struct_matrica;

4.2. Zbrajanje matrica

4.2.1. O zbrajanju matrica

Neka je zadan sustav jednadzbi
Y1 = A11X11 + Q12X12 + Qy3X93 + 0+ AppXap
Y2 = Q21X21 + QX3 + A3X23 + -0+ AapXop

Y3 = A31X31 + A33X33 + A33X33 + *** + A3pX3p

Ym = Qm1Xm1 + QmaXmz + QmaXmz + * + QunXmn

Zy = b11X11 + bi3xqp + by3xy3 + - + bipXip
Zy = byy1Xpq + bayXay + byzxpz + -0+ bapxop

Z3 = b3yX31 + b3yXx3; + b3zxzz + -+ bypxs,
Zm = bmlxml + bmzxmz + bm3xm3 + et bmnxmn

Neka je

Y=Y1+Y2+tyst...+¥yp
Z=Zl+Zz+Z3+...+Zm

W:W1+W2+W3+...+Wm

i neka je w=y+z, tada vrijedi

wy = (aq1 + b11)x11 + (@12 + b12)x12 + (a43 + by3) X3 + - + (A1 + b1n)X1n
wy = (az1 + bp1)x21 + (A + bpp)xap + (A3 + ba3)xaz + -+ (Azn + bap)xon
w3 = (azq + b3q)x3q + (azz + b3p)x3, + (azz + b33)x33 + -+ (Azn + b3p)X3p

W = (aml + bml)xml + (amz + bmz)xmz + (am3 + me)xm3 + (amn + bmn)xmn

Uvedimo odgovaraju¢u matricu W za w.

14



(a1 +by1) -+ (ain + b1y)
W = : . :

(@m1+bm1) = (@mn + bn)
Iz ovoga se moze zakljuéiti da je zbroj dviju matrica jednak zbroju njihovih elemenata
koji se nalaze u istom stupcu i istom retku.
4.2.2. Svojstva zbrajanja matrica
Svojstva zbrajanja matrica su:
1. Komutativnost
M+N=N+M
2. Asocijativnost
(M+N)+K=M+(N+K)

gdje su M, N, K matrice istih dimenzija.

4.2.3. Programsko rjeSenje za zbrajanje matrica i vremenska sloZenost algoritma

Programsko rjeSenje prvo provjerava jesu li dvije matrice istog tipa, a zatim zbraja
njihove odgovarajuce elemente.

Vremenska sloZenost algoritma je 0(n?) jer algoritam ima 2 for petlje.
struct_matrica* zbroji_matrice(struct_matrica *matrical, struct_matrica *matrica2)

{

if (((matrical->br_redaka)!=(matrica2->br_redaka))||((matrica2-

>br_stupaca)!=(matrica2->br_stupaca)))
{
printf("Nije moguce zbrojiti matrice s razlicitim brojem stupaca ili redaka™);

return NULL;
else

struct_matrica *matrica_zbroja;
matrica_zbroja=alokacija_matrice(matrical->br_redaka, matrical->br_stupaca);
inti, j;
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for(i=0; i<(matrical->br_redaka); i++)

{

for (j=0; j<(matrical->br_stupaca); j++)

{

matrica_zbroja->matrica[i][j]=matrical->matrica[i][j]+matrica2->matricali][j];

}

return matrica_zbroja;

}

4.3. MnoZenje matrica skalarom

4.3.1. O mnoZenju matrice skalarom

A1 Qg
Neka je zadana matrica M;; = [ : : ] i skalar A € R.
iy - Qg

MnozZenje matrice skalarom definiramo kao
Aall i /1(11]-

AMU =

dow - day

4.3.2. Svojstva mnoZenja matrice skalarom
1.Distributivnost matrica

AM+N) =AM + AN

2. Distributivnost skalara

A+ wM =M + uM

3. Kvaziasocijativnost
(AWM = A(uM)

Gdje su A, ueCi M, N su matrice istog

4.3.3. Programsko rjesenje mnoZenja skalarom i vremenska sloZenost algoritma
void pomnozi(float skalar, struct_matrica* matrical){

inti, j;

tipa
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for (i=0; i<(matrical->br_redaka); i++){
for(j=0; j<(matrical->br_stupaca); j++){
matrical->matrica[i][j]*=skalar; }}}

Programsko rjeSenje sadrzi dvije ,,for" petlje pomocu kojih skalar mnozi svaki element u
2D-polju.

Vremenska sloZenost je 0(n?).

4.4, Transponiranje matrica

4.4.1.0 transponiranju matrica

A v Ay
Neka postoji matrica M;; =[ P ],tada za nju postoji matricanTi, za koju vrijedi
i 0 Qg
aix - Qg
MjTiz[ oo ] gdjesui,j €Z
al] cee al]

Za transponiranje kvadratnih matrica se moze reci da je to zrcaljenje matrice u odnosu na njenu
glavnu dijagonalu jer se elementi na glavnoj dijagonali preslikavaju na glavnu dijagonalu

transponirane matrice.

4.4.2. Programsko rjeSenje i vremenska sloZenost algoritma

Funkcija sadrzi 2 ,,for* petlje pomocu kojih se prolazi kroz matricu i njene elemente preslikava u

transponiranu matricu. Vremenska slozenost je 0(n?).
struct_matrica* transponiraj(struct_matrica* matrical){
inti, j;
struct_matrica* transponirana_matrica;
transponirana_matrica=alokacija_matrice(matrical->br_stupaca, matrical->br_redaka);
for(i=0; i<(matrical->br_redaka); i++){

for(j=0; j<(matrical->br_stupaca); j++){

transponirana_matrica->matrica[j][i]=matrical->matrica[i][j];
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}

return transponirana_matrica;}

4.5. MnoZenje matrica

4.5.1. O mnoZenju matrica

Mnozenje matrica je definirano za dvije matrice samo ako je broj stupaca lijeve matrice jednak
broju redaka desne matrice.
Za takve matrice kazemo da su ulancane. [3]

Neka su M;; i Nj; dvije ulan¢ane matrice,

aiq aq j

M, =| :

ai1 a;j

b11 b1k

bj1 bk

Neka je matrica Kix njihov umnozak.
Kix = M;jNj, =

a11b11 + a12b1 + ay1b11 + - +ay;bjy a11b1x + ay2b; + ay3bsy + oo +aqjbjy
@i1b11 + Aizbz1 + @j1byq + -+ +ayjby @i1b1x + Qizbak + @izbsy + -+ +ay;bji

4.5.2. Svojstva mnoZenja matrica

1. Asocijativnost

(M;;Nj ) K = M;; (N Ker)
2. Distributivnost zdesna

(M + Nij)Kjie = My K + Ny K

3. Distributivnost slijeva
Kjx (My; + Ny) = KjgMy; + Kj Ny
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4.5.3. Programsko rjeSenje mnoZenja matrica i vremenska sloZenost algoritma
Vremenska sloZenost algoritma je 0(n®) jer sadrzi 3 ugnijezdene ,,for petlje.
struct_matrica* pomnozi_matrice(struct_matrica* matrical, struct_matrica* matrica2)

{

if((matrical->br_stupaca)!=(matrica2->br_redaka))
{
printf("mnozenje nije moguce");

return NULL;

else

inti}j,k;
float temp=0;//sluzi za zbrajanje umnoska pojedinih elemenata
struct_matrica* matrica_umnoska;
matrica_umnoska=alokacija_matrice(matrical->br_redaka, matrica2->br_stupaca);
for (i=0; i<(matrical->br_redaka); i++){
for(j=0; j<(matrica2->br_stupaca); j++){
for(k=0; k<(matrica2->br_redaka); k++){

temp+=((matrical->matrica[i][k])*(matrica2->matrica[k][j])); }
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matrica_umnoska->matrica[i][j]=temp;

temp=0;

}

return matrica_umnoska;}}

4.6.Determinanta
4.6.1.0 determinantama

[4] Determinanta realne kvadratne matrice je funkcija det: M,, - R. Determinantu matrice A

v - 1 A1 Ain
oznacavamo s det A ili |A] ili |
an1 Ann

Definiramo ju induktivno po redu n matrice.

Za n:]. | A - [all] Je det A = a11.

. a;;  ap

Za n=2 i A= [ ]
a1 dz;

a1 Qg2

det A= |a21 .

| = 0aq1022 — A210412.

Za matrice viseg reda determinanta se definira (i moze racunati) razvojem po bilo kojem retku ili

stupcu, na nacin

a1 Q412 Qg3
detA = (A1 Q2 Q3| =a |a22 a23|—a |a21 a23| a |a21 a22|
laz, ass 2lasz; ass Blasz, as,l

31 dzp dsz

Opcenito se determinanta reda n dobije pomoc¢u determinanti reda n-1 tako da se zbroje (ili
oduzmu) produkti elemenata nekog retka ili stupca s determinantama matrica koje se dobiju
uklanjanjem retka i stupca u kojem se taj element nalazi.«
Iz iznad navedenog se moze zakljucCiti da se svaka determinanta reda n dobije zbrojem za red
nizih , n determinanti n-1. Tj. determinanta se racuna rekurzivno dok se ne dode do determinante
matrice reda 1.

Iz toga slijedi da je vremenska slozenost algoritma za ra¢unanje determinanti

n-(n—1)-(n—-2) ...(n—(n—l)) =nl.
4.6.2.Svojstva determinanti

1. Determinanta matrice je jednaka determinanti transponirane matrice
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detM = detM”

2. Determinanta mijenja predznak sa svakom zamjenom svoja dva retka ili stupca.

3. Zajednicki faktor nekog stupca ili retka se moze izvuci kao skalar koji mnozi
determinantu.

4. Determinanta je jednaka nuli kada su svi elementi nekog retka ili stupca matrice
jednaki nuli.

5. Determinanta matrice je jednaka nuli ako matrica sadrzi dva jednaka ili proporcionalna
stupca

6. Determinanta matrice ostaje ista ako se nekom retku ili stupcu matrice pribroji neki
drugi redak ili stupac pomnozen skalarom.

7. Determinanta trokutaste matrice je jednaka umnosku elemenata matrice na dijagonali

8. Binet-Cauchyjev teorem: ,,Umnozak determinanti dviju matrica jednak je determinanti

umnoska  dviju  matrica. Matrice M i N su istoga  reda.

detM - detN = det (M - N) [4]

4.6.3. Programsko rjesenje determinante i vremenska sloZenost algoritma

Determinanta se u programskom rjeSenju ra¢una pomocéu rekurzivne funkcije i vremenska

slozenost je 0(n!n?) gdje je n red matrice.

Programsko rjesenje:

float determinanta_matrice_rekurzija(float** matrica, int red_matrice)

{

float determinanta=0;

float predznak=1;

float **pmatrica;

if(red_matrice==1)

return matrica[0][0];
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else

inti;
for(i=0; i<red_matrice; i++) {
pmatrica=podmatrica(matrica, red_matrice, 0, i);

determinanta+=predznak*(matrica[O][i]*determinanta_matrice_rekurzija(pmatrica,

red_matrice-1));

predznak=-1*predznak;

}

return determinanta;

}

4.7.Adjungirana matrica

4.7.1.0 adjungiranoj matrici

Adjungirana matrica A* matrice A je matrica kod koje na mjestu i, j stoji algebarski komplement
elementa a;;. Tj. A™ == (—1)"+1'M]-i, gdje je Mj; determinanta elementa podmatrice elementa

aji-

4.7.2 Programsko rjeSenje adjungirane matrice i vremenska sloZenost algoritma

Buduci da adjungirana matrica treba na¢i determinantu podmatrice za svaki element matrice,

njena vremenska slozenost je 0(n? * (n — 1)!) = O(n * n!)
struct_matrica* adjungiraj(struct_matrica* matrical)
{

inti, j;

float s=-1;

struct_matrica* adjungirana_matrica;

adjungirana_matrica=alokacija_matrice(matrical->br_redaka, matrical->br_stupaca);
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for (i=0; i<(matrical->br_redaka); i++)
{
for (j=0; j<(matrical->br_stupaca); j++)

{

adjungirana_matrica-
>matrica[i][j]=pow(s,(i+j))*determinanta_matrice_rekurzija(podmatrica(matrical->matrica,

matrical->br_redaka, i, j), matrical->br_redaka-1);

}

adjungirana_matrica=transponiraj(adjungirana_matrica);

return adjungirana_matrica;

}

4.8. Inverzna matrica

4.8.1. O inverznoj matrici

Neko je A kvadratna matrica reda n i neka postoji matrica X takva da je XA=AX=I. Tada se
mozZe reci da je X inverzna matrica matrice A i obiljezava se s A [3]

Inverzna matrica se moze na¢i Gaussovim postupkom ili pomo¢u Cramerovog pravila.
Cramerovo pravilo je zgodno za trazenje inverza matrice 2. ili 3. reda, dok je za matrice visih

redova preporucljivo koristiti Gaussov postupak.
Cramerovo pravilo glasi A~ = ﬁ - adjA [3]

Gaussov postupak se provodi pomocu prosirene matrice oblika [Ajl] gdje se pomocu

elementarnih transformacija dode do prosirene matrice [1JA]. [4]
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Programska rjesenja za determinantu i adjungiranu matricu poznata su iz prethodnih

potpoglavlja.

4.8.2. Programsko rjesenje Cramerovog pravila i vremenska sloZenost algoritma

Budu¢i da Cramerovo pravilo glasi A~ = ﬁ -adjA, mogu se iskoristiti programska rjesenja iz

prethodnih potpoglavlja pa se tako dobije:
struct_matrica* inverz(struct_matrica* matrical)
{
float a=*(determinanta_matrice(matrical));
if(a==0) // Ukoliko je determinanta razli¢ita od 0, matrica nema inverz
{
printf(“nema inverz");
return NULL;
}
struct_matrica* invertirana_matrica=adjungiraj(matrical);

pomnozi((1.00/(a)), invertirana_matrica); //dijelimo ¢lanove adjungirane matrice s

determinantom
return invertirana_matrica;

}

Pri ¢emu je vremenska slozenost algoritma jednaka vremenskoj slozenosti algoritma za

racunanje adjungirane matrice O(n * n!).

4.8.3. Programsko rjeSenje Gaussovog postupka i vremenska sloZenost algoritma
Gaussov postupak ima vremensku slozenost algoritma O (n®) jer unutar sebe sadrzi tri

ugnijezdene ,,for* petlje. Za matrice reda n > 3 je brzi od Cramerovog pravila.
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Programsko rjesenje:

struct_matrica* inverz_Gauss(struct_matrica* M){
int nema_inverz=0; /Logicka oznaka kako bi doslo do prekida programa ukoliko nema inverz/
float mnozitelj; /*Sluzi za pohranu vrijednosti kojom se mnoZe elementi matrice*/

struct_matrica* inverzM=alokacija_matrice(M->br_redaka, M->br_stupaca);
for (int i=0; i<inverzM->br_redaka; i++){

for (int j=0; j<inverzM->br_stupaca; j++){
if(i==j) inverzM->matrica[i][j]=1.00;
else inverzM->matrica[i][j]=0.00;

}

}/*Deklariramo inverznu matricu, alociramo memoriju za nju i popunjavamo ju kao jedini¢nu

matricu*/
for (int i=0; i<M->br_redaka; i++){
/* ,Fore petlja za dijagonalne elemente matrice*/
if(M->matrical[i][i]==0){
/*dio koda koji vr§i zamjenu 2 retka ukoliko je dijagonalni element jednak nuli.*/
for(int k=i+1; k<M->br_redaka; k++){

if(M->matrica[Kk][i]){

/*dio koda koji provjerava postoji li redak s kojim je moguce izvrsiti zamjenu*/
zamijeni_retke(M->matrica, i, k);
zamijeni_retke(inverzM->matrica, i, k);
nema_inverz=0;
break;

}

else nema_inverz=1; /*ukoliko ne postoji redak s kojim s moze izvrSiti zamjena,

matrica nema inverz*/
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}

if(nema_inverz) break; /*Izvodenje koda se prekida ukoliko matrica nema inverz*/

iIf((M->matrica[i][i])){/*Provjerava je li element na glavnoj dijagonali razli¢it od nule*/
if(M->matrica[i][i]'=1.00){/*Provjerava je li element na glavnoj dijagonali razli¢it od 1*/
float djeljitelj=M->matrica[i][i];
for(int j=0; j<M->br_redaka; j++){
M->matrica[i][j]J=M->matrica[i][j]/djeljitelj;

inverzM->matrica[i][j]=inverzM->matrica[i][j]/djeljitelj;
/*Dijeli sve elemente u retku s vrijednoséu na glavnoj dijagonali kako bi se dobilo element

jednak 1 na glavnoj dijagonali*/
}
}

for (int k=0; k<(M->br_redaka);k++){ /*Dio koda koji poniStava sve elemente U Stupcu 0sim

onog koji se nalazi na glavnoj dijagonali*/
if(k!=i){
mnozitelj=M->matrica[K][i];
for (int j=0; j<(M->br_stupaca); j++){
M->matrica[K][j]-=mnozitelj*(M->matrica[i][j]);

inverzM->matrica[k][j]-=mnozitelj*(inverzM->matrica[i][j]);
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}
if(nema_inverz)
return NULL,;
I
ispis_matrice(inverzM);
return inverzM; /*vra¢a inverznu matricu*/

}

4.9. Rang matrice

4.9.1. O rangu matrice
Primjenom elementarnih transformacija zamjene redaka, mnozenja retka skalarom razli¢itim od

0 i dodavanja retka nekom drugom retku matricu se moze svesti na jedinstveni reducirani oblik.

[4]

Tu podrazumijevamo sljedeci oblik matrice:
Prvi ne-nul element svakog retka iznosi 1. Svi elementi u stupcu tog stozernog elementa jednaki
su nuli.
Svi retci koji sadrze samo nul elemente nalaze se iza onih redaka koji sadrze barem jedan ne-nul
element.

Svaki naredni stozer (gledajuéi po retcima) nalazi se desno (u retku s ve¢im indeksom) od
prethodnog stoZera: ako stoZer u retku i; lezi u stupcu j;, a stozer u retku i, > i; leZi u stupcu j,,

tada je j, > j;.

[4]

Rang matrice je broj ne-nul redaka u reduciranom obliku matrice. Ozna¢avamo ga obi¢no
slovom r i piSemo r(A)=r. Ako je matrica A tipa m X n, tada je uvijek r(A) < min {m, n}.
Kvadratna matrica koja ima rang jednak svome redu je u reduciranoj formi jedini¢na matrica.

4.9.2. Programsko rjesenje ranga matrice i vremenska sloZenost algoritma

Vremenska sloZenost algoritma za rang matrice je O(n?) jer sadrzi 3 ugnijezdene ,,for petlje.
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Programsko rjeSenje:

int rang_matrice(struct_matrica *M){
int rang_n; /*varijabla u koju se sprema maksimalni moguci rang*/
int rang; /*varijabla u koju se sprema stvarni rang*/
float mnozitelj;

if (M->br_redaka)<(M->br_stupaca)){

rang_n=M->br_redaka; /*Najve¢i moguci rang matrice je jednak najmanjoj dimenziji

matrice r(4) < min {m, n}*/

}

else rang_n=M->br_stupaca;

rang=rang_n; /*Inicijaliziramo rang matrice*/

for (int i=0; i<rang_n; i++){ /*Petlja pomocu koje se provjerava glavna dijagonala matrice*/

if (M->matrica[i][i]){/*Ako je element na glavnoj dijagonali matrice razli¢it od nule, njim se

ponistavaju svi elementi u stupcu ispod njega
for (int k=i+1; k<(M->br_redaka);k++){
mnozitelj=(M->matrica[Kk][i])/(M->matrica[i][i]);
for (int j=0; j<(M->br_stupaca); j++){

M->matrica[k][j]-=mnozitelj*(M->matrica[i][j]);

}

else { /*Slucaj kada je element na glavnoj dijagonali jednak nuli.*/
int nula_element=1; /*postavlja se varijabla koja pamti jesu li svi elementi stupca nula*/

for (int k=i+1; k<(M->br_redaka); k++){/*Vrsi se provjera postoji li redak ispod trenutnog

elementa matrice na glavnoj dijagonali koji ima ne-nul element na odgovaraju¢em mjestu.*/

if (M->matrica[K][i]){ /*ukoliko postoji, poziva se funkcija za zamjenu redaka*/
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zamijeni_retke(M->matrica, i, k);
printf(*\n prolaz kroz potpetlju br. %d \n", i+1);
nula_element=0; /*Vrijednost varijable se mijenja jer postoji ne-nul element*/
break; /*Prekida izvodenje petlje jer je pronaden redak za zamjenu*/} }
if(nula_element) rang--;} /*Ukoliko nije pronaden ne-nul element, rang matrice se umanjuje*/
printf(*\n™);
ispis_matrice(M);}

return rang;}
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5. ZAKLJUCAK

Cilj zavrSnoga rada bio je izraditi programsko rjeSenje za osnovne algoritme linearne
algebre u programskom jeziku C.

U svakom je poglavlju najprije pruZzena matemati¢ka teorijska podloga o svakome
algoritmu kako bi se dobio uvid u to $to rade, a zatim su izlozena rjeSenja u programskom
jeziku C. Razlog zasto je izabran programski jezik C je njegova jednostavnost prilikom
obrade podataka male veli¢ine, brzina prilikom izvrSavanja algoritama visoke vremenske
slozenosti 1 jer programsko rjeSenja nije zahtijevalo uredeno korisnicko sucelje.
Potrebno je zamijetiti da su odredena programska rjeSenja mozda mogla biti odradena i s
manjom slozeno$¢u, ali mi je cilj bio izraditi programska rjeSenja koja odgovaraju teoriji
koja je pruzena u knjigama linearne algebre. Programsko rjeSenje se moze koristiti kao
konzolna aplikacija za izvrSavanje osnovnih operacija linearne algebre nad vektorima i
matricama. U aplikaciji nije moguce ulan¢avanje vise operacija, Nego se unesu 2 matrice

ili 2 wvektora nakon c¢ega Se izraCunaju rezultati operacija izmedu njih.
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SAZETAK

Ovim radom su obradeni osnovni algoritmi linearne algebre | u programskom jeziku C.
Rad zapocinje osnovnim informacijama o programskom jeziku C,

zatim se pruZa teoretska podloga o vektorima, nakon cega slijedi teorijska dio o
oshovnim operacijama s vektorima poprac¢en odgovaraju¢im programskim rjeSenjima.
Nakon vektora na red dolaze matrice, za koje se takoder iznosi teorijska podloga, a nakon
toga slijede pojedinacno osnovne operacije s matricama i njima pripadajuca programska

rjeSenja u programskom jeziku C.

Kljucne rijeci: linearna algebra, osnovni algoritmi, programski jezik C, vektori, matrice
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ABSTRACT

Basic algorithms of linear algebra in programming language C

This paper deals with basic linear algebra algorithms in C programming language.
The paper begins with basic information about the C programming language,

then a theoretical background on the vectors is provided, followed by a theoretical section on

basic vector followed by the appropriate software solutions.

The vectors are followed by matrices, for which the theoretical background is also given,
followed individually by basic matrix operations and their corresponding programming solutions

in the C programming language.

Keywords: Linear algebra, basic algorithms, programming language C, vectors, matrix
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