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1. UVOD

Krivuljni integral predstavlja odredeni integral kojemu je podrucje integracije krivulja i definiran
je za funkcije dvije ili tri varijable. Razlikujemo krivuljne integrale skalarnog polja, koji
predstavljaju krivuljne integrale 1. vrste i krivuljne integrale vektorskog polja, koji predstavljaju
krivuljne integrale 2. vrste. Svaki od njih ima brojne primjene pa se tako krivuljni integrali 1. vrste
primjenjuje za izratun duljine krivulje po kojoj se integrira, dok se krivuljni integrali 2. vrste
primjenjuje za raCunanje povrsine unutar zatvorene krivulje, ali i za ra¢unanje magnetske indukcije
pomocu Ampereova zakona. Upravo to zadnje ¢e nam kasnije pomoci u izraCunavanju
magnetskog polja zavojnice. Takoder postoje dvije vazne formule koje ¢u objasniti, a vezane su
za krivuljne integrale, nazivaju se Greenova i Stokesova formula, gdje je Stokesova formula
zapravo proSirenje Greenove formule. Svi navedeni integrali i formule biti ¢e prikazani kroz
nekoliko rijeSenih primjera. Sve ovo do sad opisano predstavlja osnovu za Cetiri Maxwellove
jednadzbe koje opisuju elektri¢no i magnetsko polje i one ¢e biti opisane i prikazane u integralnom
obliku pomocu krivuljnih integrala. Na temelju obradenog o krivuljnim integralima i na temelju
Maxwellovih jednadzbi mozemo izracunati magnetsko polje zavojnice, odnosno izra¢unat ¢emo
magnetsko polje za tri tipa zavojnice: solenoida, torusnog svitka i kruzne zavojnice, ali prije toga
¢emo eksperimentalno odrediti magnetsko polje zavojnica kako bi mogli usporediti dobivene

rezultate sa izraCunatim vrijednostima.

U drugom poglavlju opisani su krivuljni integrali 1. vrste, krivuljni integrali 2. vrste, Greenova i
Stokesova formula i rijeSeni su neki primjer. U tre¢em poglavlju Maxwellove jednadZbe napisane
su u integralnom obliku 1 objasnjene su. U cetvrtom poglavlju eksperimentalno i teorijski
izraGunato je magnetsko polje za tri tipa zavojnica. Posljednje poglavlje predstavlja zakljucak

zavrSnog rada.
1.1. Zadatak zavrSnog rada

U zavr$nom radu potrebno je detaljno opisati krivuljne integrale 1. i 2. vrste kao i Greenovu i
Stokesovu formulu koje se prikazuju pomocu krivuljnih integrala. Takoder je potrebno rijesiti neke
primjere koji ¢e nam pokazati nacin rjesavanja krivuljnih integrala, ali i primjenu Greenove i
Stokesove formule. Zatim je potrebno napisati Cetiri Maxwellove jednadzbe pomocu integrala i
objasniti ih. Na kraju je potrebno primjenom krivuljnih integrala izracunati magnetsko polje
zavojnice, odnosno eksperimentalno i teorijski odredit ¢emo magnetsko polje solenoida, torusnog

svitka 1 kruZne zavojnice.



2. KRIVULJINI INTEGRALI

Za krivuljni integral mozemo reci da je poopcenje odredenog integrala na segmentu [a, b] € R na
odredeni integral po nekoj krivulji C koji moze biti definiran za funkcije dvije ili tri varijable.
Ovisno koja vrsta polja se integrira tim krivuljnim integralima, razlikujemo krivuljne integrale
skalarnog polja, koji predstavljaju krivuljne integrale 1. vrste i krivuljne integrale vektorskog

polja, koji predstavljaju krivuljne integrale 2. vrste

2.1. Krivuljni integrali 1. vrste

Ako integralne sume

n-1
o= ) f(Mg)Al 21)

imaju konac¢ni limes kadan — o 1Al = 0 (Vk = 0,1, ... ,n — 1), koji ne ovisi o nacinu na koji
je glatka krivulja C razdijeljena niti o nac¢inu odabira tocaka My, onda se taj limes naziva krivuljni

integral 1. vrste funkcije f duz krivulje C 1 oznacava se:

n-—1

lim Y £ -l = [ fOndL= [ feydd 02)
n—0o0 k=0 c C
Alg—0

Funkcija f se tada naziva integrabilnom funkcijom duz krivulje C koja predstavlja krivulju

integracije, gdje su tocke A i B rubne tocke krivulje integracije. Ako vrijedi uvjet da je funkcija f

neprekidna duz krivulje C, tada postoji krivuljni integral 1. vrste [ ¢ F(M)dl.[1]

2.1.1. Izracunavanje krivuljnog integrala 1. vrste

Nacin izraCunavanja krivuljnog integrala 1. vrste je takav da se svede na odgovaraju¢i odredeni
integral, ovisno o krivulji integracije C. Ona moze biti zadana parametarski, eksplicitno ili preko
polarnih koordinata. U slucaju da je krivulja C zadana parametarski: x = @(t),y = (1),
t € [a,b] , te neka su ¢ iy neprekidne funkcije na segmentu [a, b], kao i njihove derivacije ¢’ i
Y'. Tadaje



b
f FGy)dl = f F @O, O O + @ ) dt, 23)
C a

gdje je infinitezimalni dio duljine luka krivulje dl = \/(<p’(t))2 + (Y’ (t))%dt.

Ako je krivulja integracije zadana eksplicitno jednadzbom: y = ¢(x), x € [a, b], gdje je funkcija

¢ neprekidno diferencijabilna na [a, b] onda vrijedi: [1]

b
f fGy)dl = f £ pCWT T (9 ()2 du. (24
C a

2.1.2. Primjene krivuljnog integrala 1. vrste

Krivuljni integral 1. vrste moze se primijeniti za izracunavanje duljine L krivulje C pod uvjetom

da je podintegralna funkcija f(M) = 1,VM € C i tada je duljina krivulje:

L= f dl. (2.5)
C

Osim za izratun duljine krivulje, ovu vrstu krivuljnog integrala mozemo primijeniti i za

izraCunavanje mase Zice odnosno mase krivulje k:

m =jf(x,y)dl. (2.6.)
k
gdje je funkcija f funkcija linijske gustoce.

Bitno svojstvo krivuljnih integrala 1. vrste je to §to njegova vrijednost ne ovisi o orijentaciji
krivulje integracije jer je dl > 0.[1] Razmatraju se takoder krivuljni integrali s funkcijom triju
varijabli koji su uzeti po prostornoj krivulji i oni se analogno ra¢unaju kao krivuljni integrali s

funkcijom dviju varijabli.[2]



2.2. Krivuljni integrali 2. vrste

Ako postoji limes integralnih suma

-1

0= ) [P(& 6k) - Dxy + Q(ex, 0k) - Ayil, 2.7)
0

S

&
Il

gdje je (Axy = Xp41 — Xk, AVK = Vis1 — Vo k=0,1,...,n—1) kada n > o i Ax;, -0 i
Ay, = 0 Vk, koji ne ovisi o na¢inima odabira toaka M; = (&, 8;) na dijelovima lukova i ne
ovisi o na¢inima razdiobe krivulje C na n dijelova onda se taj limes (broj) naziva krivuljni integral

2. vrste za funkcije P i Q duz krivulje C. Oznacava se s

n-1

lim Z[P(gk» Ok) - Axy + Q& k) - Ayy] = f P(x,y)dx + Q(x,y)dy. 2.8)
n—-oo k=0 C
Krivuljni integral 2. vrste ovisi o orijentaciji krivulje duz koje se integrira, tj. ako se promjeni
orijentacija krivuljne integracije onda ¢e se promijeniti predznak pripadnog krivuljnog integrala 2.

vrste: [1]
fﬁd?z - fﬁd? 2.9)
Cc Cc

2.2.1. Izracunavanje krivuljnog integrala 2. vrste

Krivulja kod ovih integrala moze biti zadana parametarski ili eksplicitno Sto utjece na nacin
izraCunavanja krivuljnog integrala. Ako je krivulja C zadana parametarski jednadzbom: x = ¢(t),
y =Y(t),t € [a, b], gdje su funkcije ¢, , ¢ i ' neprekidne na segmentu [a, b] i ako su funkcije
P i Q neprekidne u domeni D c RZ%koja sadrzi krivulju C, tada se krivuljni integral 2. vrste svodi

na odredeni integral

b
j P(x,y)dx + Q(x,y)dy = J (Po®, ¥®)¢'® + (PO, pOW®)dt. (220
C a

U drugom slucaju ako je krivulja C dana eksplicitno: y = ¢(x), x € [a, b], gdje su funkcije ¢, ¢’
neprekidne funkcije na segmentu [a, b] i takoder ako vrijedi da su funkcije Pi Q neprekidne u

domeni D c R? koja sadrzi krivulju C, tada se krivuljni integral 2. vrste svodi na odredeni integral



b

f P(x,y)dx + Q(x,y)dy = f (P(xmp(X)) + Q(xwp(X))wp’(X)) dx. (2.31)

c a
Sve spomenute formule analogno vrijede i za krivuljne integrale 2. vrste uzete po prostornoj

krivulji. [1]

2.2.2. Primjene krivuljnog integrala 2. vrste

Ova vrsta krivuljnog integrala primjenjuje se za raCunanje povrsine unutar zatvorene krivulje C u

ravnini:

1
P = Ejg —ydx + xdy, (2.42))
C

za izrazavanje rada W sile F(x, y) na putu koji predstavlja krivulju C:

W= f P(x,y)dx + Q(x,y)dy = f F(x,y)dF, 253)
C C

ali i za razne primjene u elektromagnetizmu kod npr. Ampéreova zakona:

- is(r
f Bd7 = ) (2.64.)

goc?’
1

gdje je is(r) struja kroz plohu S ¢&iji je rub zatvorena krivulja I, & i ¢ Su konstante, a B vektor

magnetske indukcije.[1]

2.3. Greenova formula

Greenova formula je formula integralnog ra¢una za funkcije dvije varijable, koja je prirodno
poopcenje Newton-Leibnizove formule. Ova formula predstavlja vezu izmedu poznatog nam
krivuljnog integrala 2. vrste koji je uzet po ravnoj zatvorenoj krivulji C i dvostrukog integrala

uzetog po povrsini koju ta krivulja C omeduje.

Ako su u zatvorenom podruc¢ju D, omedenom po dijelovima glatkom krivuljom C, funkcije P i Q

. . .. ... 9Q. 0P
neprekidne i imaju neprekidne parcijalne derivacije ﬁ i % Tada vrijedi Greenova formula:



$ P y)dx + Q. y)dy = f e~ 3y G, @)
Cc

gdje je zatvorena krivulja C granica odnosno rub podru¢ja D i smjer obilaska krivulje C je u

pozitivnom smjeru, tako da se podru¢je D nalazi s lijeve strane.

Postoji poseban slu¢aj Greenove formule koji kaze ako se u Greenovoj formuli uzme da je:

1 1
P(x,y)=—§y, Q(x,y)=§x onda je

oP 1 0Q 1
2

ay 2’ ox

)

te se uvrStavanjem u Greenovu formulu dobiva sljedece:

1
jg —Eydx+ xdy ff (—— —= )dxdy f dxdy = Pp, (2.86.)
c

gdje Pp predstavlja povrSinu podruéja D. Stoga se povrsina podruéja D u ravnini moze dobiti

racunanjem sljedeceg krivuljnog integrala 2. vrste duz ruba C od D: [1]

1
Pp = Ef —ydx + xdy. (2.97.)
C

Greenova formula se moZe primijeniti na podrucje s " rupama” (slika 2.1) gdje krivulje Cy1, Co, Cs,

moraju biti negativno orijentirane:

aQ ap \
j f % _Z dxdy 56 Pdx + Qdy + Z } Pdx + Qdy (2.108)
C

i=1Ci

Sl. 2.1. Podrugje s vise zatvorenih krivulja



2.4. Stokesova formula

Stokesova formula predstavlja prosirenje Greenove formule i bitna razlika izmedu te dvije formule
je ta §to Greenova formula svodi integral uzet po ravninskoj plohi na integral po ravninskoj
krivulji, dok Stokesova formula svodi integral uzet po zakrivljenoj plohi, to¢nije plos$ni integral,

na integral po prostornoj krivulji. [3]

Ako su funkcije P = P(x,y,2),Q = Q(x,v,z),R = R(x,y, z) neprekinuto derivabilne i ako je C
zatvorena po dijelovima glatka krivulja koja omeduje glatku plohu S, tada vrijedi Stokesova

formula;

jg Pdx + Qdy + Rdz =

C
(2.119))

ff aR aQ +((’)P 6R) +(6Q aP) ]dS
3y az cosa+{g, " 5x) OSF T 5y ~5y) cosY| S

gdje su cosa,cosf,cosy kosinusi smjera normale na plohu S, pri ¢emu se smjer normale
odreduje tako da gledano iz vrha normale, obilazak krivulje C bude suprotan smjeru gibanja
kazaljke na satu u desnom koordinatnom sustavu. [2] Stokesovu formulu mozemo i drugacije
zapisat ukoliko uzmemo da vrijedi: dScosa = dydz , dScosf = dxdz, dScosy = dxdy

tada je Stokesova formula:

%Pd +Qdy +Rd J aR aQ)d d (ap aR)d dz (aQ ap)d d
X +Qdy + Rdz = 9z) VT \57 T ax) ox ay) Y (220)
c

Obzirom da je po Stokesovoj formuli vrijednost plosnog integrala po povr$ni S veé¢ zadana
vrijedno$¢u krivuljnog integrala uzetog duz zatvorene krivulje C, koja tu plohu S omeduje, za
plohu S mozemo uzeti bilo koju plohu, koju pravci paralelni s osi Z probadaju najvise u jednoj

tocki.



2.5. RijeSeni primjeri
1. Izratunajmo krivuljni integral 1. vrste | ¢ fGoy)dl pri Cemu je f(x,y,2) =x+2z |

krivulja C zadana je jednadzbama: x = t, y = g t?, z=1t3 t€[0,1]

b
f fGy,2)dl = f F @O, OO @ @) + @ (O + (O dt
C a

f(t +t3)4/ 1+ 6t2 + 9t4dt = f(t +t3)(1 + 3t?)dt = f(t +4t3 +3t°)dt =2
0

2. Izratunajmo krivuljni integral 2. vrste [, xdy — ydx, duz dijela parabole y = x? koji

povezuje tocke: od A(0,0) do B(1,1).

y=x%2=>dy=2x"dx

1
f—xzdx+x-2xdx=f(—x2+2-x2)dx

0
3 1
Zd —
Jx X 3
0

3. Pomo¢u Greenove formule izracunajmo [. y*dx +xy®dy, gdje je C pozitivno

orijentirana krivulja koja zatvara lik omeden parabolama y = x? i x = y2,

oP
oy

= 3y?

Qlx,y) = xy? => % =y?

P(x,y) =y® =>—-

j y3dx + xy?dy = ﬂ(y2 —3y2)dxdy = f (—2y?)dxdy
C D D

1 V2 1 21
_ oy — o [2[V2 ___f
—jdxf( 2y%)dy = JS =-3

0 x2 0 0




Sl. 2.2. Krivulja C i lik D omeden krivuljama

4. Primjenom Stokesove formule transformirat ¢emo integral: §, x* y*dx + dy + zdz gdje
je k kruznica x? + y2 =r%,z = 0.
z =0, dz =0, x = Rcost, y = Rsint
dx = —Rsint dt, dy = Rcostdt

P(x,y,z) = x?y3,Q(x,y,2) =1,R(x,y,2) =z

dR 0Q _ P _OR_,  0Q_0P_ ...

dy a9z 0z Ox ’ ox dy

f (—3x%y?)dxdy = -3 ff p?cos 2@ p?sin 2@ - p-dpdp =
s

S

1 sin4q\ 12 [p®
_ 5 20 2 cin 2, . =-3(-= — )
3ﬁp cos %¢ - p?sin ¢ - dpdg 3<8<"’ 4 >|0 <6>

S

R\ —mR®
0 8




3. MAXWELLOVE JEDNADZBE

Maxwellove jednadzbe su osnovne jednadzbe elektromagnetizma koje opisuju ovisnost
elektriénog i magnetskog polja o nabojima i strujama, a takoder i njihovo medudjelovanje do kojeg
dolazi kada se mijenjaju u vremenu. Tocnije, promjene u elektriénom polju uzrokuju promjene u
magnetskome polju 1 obrnuto, te je dovoljno poznavati elektricno i magnetsko polje u prostoru
kako bi se mogle odrediti budu¢e vremenske promjene polja. Ove jednadZzbe predstavljaju temelj
klasi¢ne elektrodinamike i teorijske elektrotehnike. Razvio ih je James Clerk Maxwell koristeci
Ampéreov zakon za struje u vodi¢ima, Faradayev zakon elektromagnetske indukcije, Gaussov
zakon za elektri¢nu energiju i Gaussov zakon za magnetizam, te nakon $to je postavio hipotezu o
struji pomaka, Maxwell ih je ujedinio u skladu s jednadZzbom kontinuiteta. One daju matematicki
model za elektri¢ne, opti¢ke i radijske tehnologije, poput proizvodnje energije, elektromotora,
bezi¢ne komunikacije itd. Maxwellove jednadzbe mogu se zapisati u diferencijalnom i

integralnom obliku, no u nastavku ¢e biti zapisane i opisane u integralnom obliku. [4]

3.1. Prva Maxwellova jednadzba

Gaussov zakon elektri¢nog polja je prva Maxwellova jednadZba koja nam govori da je elektricni
naboj izvor elektri¢nog polja, odnosno da ukupni tok pomaka koji proizlazi iz zatvorene povrSine
S je jednak ukupnom naboju sadrzanom u volumenu V koji je omeden tom povrSinom S. Gaussov
zakon za elektricno polje moZze se prikazati slikom 3.1. U matematickom obliku, Gaussov zakon

za elektri¢no polje dan je izrazom (3.1.)

3@ D-dS = j pdv, (3.1)

S %4

gdje je D elektri¢ni pomak koji je jednak umnosku dielektri¢ne konstante ¢ i jakosti elektricnog
polja E, a p je prostorna gustoca naboja jednaka kvocijentu koli¢ine naboj Q i volumena V. Lijevi
dio Maxwellove jednadzbe (3.1.) znaci da zelimo zbrojiti vrijednosti elektriénog pomaka D u
svakoj toc¢ki duz povrsSine S. Desna strana jednadzbe predstavlja naboj koji se nalazi u volumenu
V koji je omeden povrSinom S koja je povezana s koli¢inom s lijeve strane. To se moze formulirati
1 u smislu prostorne gustoce naboja koja ukljucuje plosne naboje, linijske naboje i tockaste naboje
koje zatvara povrSina S $to predstavlja algebarski zbroj svih naboja sadrzanih u volumenu V. [5]
Ako se dogodi slucaj da unutar te zatvorene povrs$ine S nema elektriénog naboja onda ¢e ukupni

elektricni tok kroz tu zatvorenu povrSinu biti jednak nuli. No, to ne znaci da u tom volumenu nema
10



elektricnog polja, ve¢ samo da ukupni tok iS¢ezava. Ako unutar volumena postoji pozitivan naboj,
onda postoji pozitivna koli¢ina elektri¢nog toka koji izlazi iz bilo kojeg volumena koji okruzuje
naboj, a ako postoji negativan naboj unutar volumena, tada postoji negativna koli¢ina elektri¢nog
toka koji izlazi. Integralni oblik Gaussova zakona nalazi primjenu u izra¢unavanju elektri¢nih

polja oko nabijenih objekata.

Sl. 3.1. Prikaz Gaussovog zakona za elektri¢no polje[5]

3.2. Druga Maxwellova jednadZzba

Kao $to se i prva Maxwellova jednadzba temelji na Gaussovom zakonu tako ¢e se i druga temeljiti
na Gaussovom zakonu, ali za magnetsko polje. Gaussov zakon za magnetsko polje kaze da je
ukupni magnetski tok koji proizlazi iz zatvorene povrSine S jednak nuli. U matemati¢kom obliku

to se moze zapisati izrazom (3.2.)

jg B-dS=0 (3.2)
S

gdje je B gustoca magnetskog toka koja je jednaka umnosku permeabilnosti u i jakosti magnetskog
polja H. U fizickom smislu izraz (3.2.) zna¢i da magnetski naboji ne postoje i da su linije
magnetskog toka zatvorene. Bez obzira na to Sto magnetski tok ulazi (ili izlazi), odredeni dio
zatvorene povrSine mora izaci (ili u¢i) kroz ostatak zatvorene povrsine, kao Sto je prikazano na
slici 3.2. Odnosno u svakoj tocki prostora, koli¢ina silnica magnetskog polja koja ulazi u tu tocku
jednaka je kolicini silnica koje izlaze iz te tocke. Magnetske silnice su zatvorene krivulje i one

nigdje nemaju ni izvora ni ponora, te zato magnetski tok kroz zatvorenu plohu S uvijek i$¢ezava.[5]
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Sl. 3.2. Prikaz Gaussovog zakona za magnetsko polje [5]

3.3. Tre¢a Maxwellova jednadzba

Faradayev zakon elektromagnetske indukcije predstavlja trecu Maxwellovu jednadzbu i ona nam
govori da je brzina promjene toka magnetske indukcije kroz petlju jednaka elektromotornoj sili
induciranoj u petlji. Ova jednadzba posljedica je eksperimentalnog otkri¢a Michaela Faradaya koji
je otkrio da magnetska polja koja mijenjaju vrijeme stvaraju elektri¢na polja i stoga se jednadzba
jos zove Faradayev zakon. Faraday je otkrio da se, kad se magnetski tok zatvoren petljom Zice s
vremenom mijenja, u petlji stvara struja, Sto ukazuje na to da se oko petlje inducira napon ili

elektromotorna sila (EMS). [5] To se moze zapisati kao:

EMS = do
== (3.3)

U izrazu (3.3.) @ je magnetski tok unutar kruga, a EMS elektromotorna sila koja je zapravo izvor
napona i onda nam ta jednadZba govori da je inducirani napon u krugu suprotan vremenskoj brzini
promjene magnetskog toka. Ova je jednadzba poznata kao Faraday-Lenzov zakon zbog
Faradayevog otkrica i Lenzovog pravila. Lenzovo pravilo je posljedica ofuvanja energije
primijenjene na elektromagnetsku indukciju i zbog tog je pravila minus ispred u jednadzbi (3.3.).
Pravilo govori da se napon uvijek inducira na nacin da struja koja nastane tim naponom stvara
magnetsko polje koje svojim smjerom uvijek nastoji ponistiti promjenu magnetskog toka. Nadalje
ukupni magnetski tok @ je integral polja B na podruc¢ju S koje je okruzeno zicom i to se moze

prikazati izrazom (3.4.).
b = J B-dS (3.4)
S
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Zatim ukupna EMS oko kruga je jednaka sumi padova napona na konturi C koja se moze
predstaviti krivuljnim integralom. Ovo je dano izrazom (3.5.).

EMS = jg E-dl (35.)
Cc

Do tre¢e Maxwellove jednadzbe dolazimo tako da se u izraz Faraday-Lenzovog zakona (3.3.)
uvrste jednadzbe (3.4.) i (3.5.), te dobijemo da je integral vektora elektri¢énog polja po zatvorenoj
krivulji jednak negativnoj promjeni po vremenu magnetskog toka obuhvaéenog tom krivuljom[4]

I onda tre¢a Maxwellova jednadzba izgleda ovako:

jliﬁ-di:__ B-ds 36)

gdje je S povrsina omedena konturom C. Da bi Faradayev zakon bio jedinstven, povrsina S ne
mora biti ravna povr§ina i moze biti bilo koja zakrivljena povr$ina omedena s C, kako je prikazano
na slici 3.3. To nam govori da magnetski tok kroz sve moguce povrsine omeden C mora biti isti.
Za konturu C mozZemo rec¢i da ne mora predstavljati petlju od Zice, ve¢ moze biti zamisljena
zatvorena putanja. To znaci da magnetski tok koji varira u vremenu inducira elektri¢no polje u
okolini, §to rezultira EMS-om oko zatvorene putanje. Ako se Zica postavi u polozaj koji zauzima
zatvorena putanja, EMS ¢e proizvesti struju u petlji jednostavno zato $to su naboji u zici ograniceni

za kretanje duz Zice.

B

Sl. 3.3. Prikaz Faradayevog zakona elektromagnetske indukcije[5]
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3.4. Cetvrta Maxwellova jednadzba

Cetvrtu Maxwellovu jednadbu predstavlja Ampéreov kruzni zakon koji je kombinacija
eksperimentalnog otkri¢a Oersteda da elektri¢ne struje stvaraju magnetska polja i matematickog
doprinosa Maxwella da elektri¢na polja koja variraju u vremenu stvaraju magnetska polja. Upravo
je ovaj Maxwellov doprinos doveo do predvidanja Sirenja elektromagnetskih valova cak i prije
nego Sto je fenomen eksperimentalno otkriven. U matematickom obliku, Ampereov kruzni zakon

analogan je Faradayevom zakonu i dan je:

— = -> =3 d — -
jEH-dlzf]-dS+afD-dS (3.7)
c S

gdje je S svaka povrsina omedena sa C kako je prikazano na slici 3.4. Veli¢ina J s desne strane
(3.7) je vektor gustoce struje ¢ija je veli¢ina jednaka najvecoj vrijednosti struje po jedinici povrsine
(A/m?) u razmatranoj to¢ki. Plogni integral | S J-dS predstavlja algebarski zbroj svih struja zbog
protoka naboja koji prelaze povrsinu S omedenu sa C. Takoder ukljucuje i linijske struje, odnosno

struje koje teku uz tanke nitaste Zice zatvorene sa C 1 povrsinske struje, odnosno struje koje teku

duz zica nalik na vrpce zatvorene sa C.

Sl. 3.4. Prikaz Ampéreovog kruznog zakona[5]

Plos$ni integral fs D-dS je tok vektorskog polja D. Vektor D poznat je kao vektor pomaka ili

vektor gustoce toka pomaka. Fizikalna veli¢ina D moze se prikazati i kao umnozak dielektri¢ne
konstante € i jakosti elektri¢nog polja E, te joj je mjerna jedinica C/m?, odnosno jedinica naboja

po jedinici povrSine. Cjelokupan izraz i dio jednadZzbe treCe Maxwellove jednadZzbe Lo, =

% f. S D-dS predstavlja ukupnu struju pomaka kroz zatvorenu povrsinu. Do pojma struje pomaka
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se doslo promatranjem nabijanja ili izbijanja kondenzatora. Dok se kondenzator nabija, vodicem
tee struja, a na plo¢ama kondenzatora se skuplja naboj i pojacava elektricno polje izmedu
kondenzatora. Kondenzator predstavlja prekid strujnog kruga, pa pretpostavljamo da provodna
struja koja vodicem dode do kondenzatora, nastavlja te¢i izmedu ploca kondenzatora kao struja
pomaka. Kako bi vrijedila jednadzba kontinuiteta Maxwell uvodi struju pomaka koja je, zbog

zakona oCuvanja naboja, jednaka provodnoj struji. Provodnu struju prikazujemo pomocu gustoce

-

struje i jednaka je  Ipyop = [, J-ds.

Izraz gﬁc H-dl na lijevoj strani jednadzbe (3.7.) je krivuljni integral vektorskog polja H oko
zatvorene putanje C. Vektor H poznat je kao vektor jakosti magnetskog polja i jednak je kvocijentu
magnetske indukcije Bi permeabilnosti u (ﬁ = g) Jakost magnetskog polja mozemo izraziti
mjernom jedinicom A/m. [5]

Na temelju obradenog i kada se sve spoji u cjelinu dobivamo cetvrtu Maxwellovu jednadzbu
odnosno Ampereov kruzni zakon koji govori da je krivuljni integral magnetskog polja jednak

zbroju provodne struje i struje pomaka koju ta petlja sadrzava.
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4. 17ZRACUN MAGNETSKOG POLJA ZAVOJNICE

U ovome poglavlju ¢e se mjeriti i racunati magnetsko polje za tri vrste zavojnice odnosno za
solenoid, torusni svitak i kruznu zavojnicu. Zavojnice ¢e se spojiti u jednostavni strujni krug i
pomocu teslametra i njegove sonde ¢e se mjeriti magnetsko polje. Magnetsko polje zavojnice ¢e
se mjeriti odnosno rac¢unati tako $to ¢e se odredivati magnetska indukcija B pomocu koje se mogu

opisati svojstva magnetskog polja.

4.1. Solenoid

Solenoid je jednoslojni valjkasti svitak s N gusto namotanih zavoja na cilindri¢nu jezgru duzine [
i polumjera a. Prolaskom elektriéne struje kroz solenoid stvara se magnetsko polje koje ovisi 0

gustoéi zavoja, struji koja prolazi kroz te zavoje i magnetskim svojstvima jezgre. [6]

I/ 1

Integralni put za
Ampereov zakon

INfp ‘ A
| | (] Ol
[
, l‘ m ] ] ’
T l - =_l v ¥ '
"‘1— l —
Sl. 4.1. Solenoid

4.1.1. Eksperimentalni izra¢un magnetskog polja solenoida

Da bi se izmjerilo magnetsko polje solenoida potrebno ga je spojiti u strujni krug. Spojit ¢e se
serijski sa istosmjernim izvorom napona i promjenjivim otpornikom pomocu kojeg ¢emo regulirat
struju. Pomocu teslametra odredivat ¢e se magnetsko polje tako $to ¢e se sonda teslametra postaviti
u srediste jezgre solenoida. Takoder ¢e se postaviti sonda na 3 cm od samoga solenoida kako bi se
i tamo izmjerilo magnetsko polje. Struja kroz zavojnicu ¢e se postaviti na pet razlicitih vrijednosti

1 za svaku vrijednost struje ¢e se izmjeriti magnetsko polje. Vrijednost napona ¢e uvijek biti ista.
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Tablica 4.1. Eksperimentalni izraun magnetskog polja solenoida

Struja [A] Napon [V] Magnetska indukcijau | Magnetska indukcija
jezgri [mT] izvan jezgre [mT]
0,99 A 113V 1,94 mT 0,02 mT
15A 113V 2,33 mT 0mT
2A 113V 3,07 mT 0,05 mT
25A 113V 3,98 mT 0,01 mT
2,99 A 113V 4,30 mT 0,02 mT

4.1.2. Teorijski izracun magnetskog polja solenoida

Kako bi izracunali magnetsku indukciju solenoida potrebno je primijeniti Ampereov zakon na
solenoid. Promatrat ¢e se pravokutna petlja koja je prikazana na slici (4.1.) oko koje treba
primijeniti Ampeéreov zakon tako da je duljina stranice [ paralelna s magnetskim poljem koji daje

doprinos Bl unutar zavojnice i tada dobivamo jednadzbu:

Bl = uyNI. 4.1)
Iz koje slijedi da je magnetska indukcija solenoida:

_ KNI
==
gdje je uo permeabilnost vakuuma, N broj zavoja, I struja, a [ duljina soleonida. Ako su nam

B

(4.2.)

poznate specifikacije solenoida kojem se izracunala magnetska indukcija u eksperimentalnom
dijelu, onda se moze izracunati magnetska indukcija u jezgri pomocu izraza (4.2.). Magnetska

indukcija izvan jezgre Ce se izraCunavati pomocu izraza (4.3.)

poNI X2 X1
B = l 2 z 2 2 (4.3)
\/xz +a \/xl +a

gdje je a polumjer solenoida, a x; i x, udaljenosti su od krajeva solenoida do tocke mjerenja

magnetskog polja.
Specifikacije solenoida:

N = 100 — broj zavoja
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| =15 cm — duljina solenoida => x;= 3cm , x,= 18cm

a = 1cm — polumjer solenoida

Tablica 4.2. Teorijski izratun magnetskog polja solenoida

Struja [A] Magnetska indukcijau | Magnetska indukcija
jezgri [mT] izvan jezgre [mT]
0.99 A 0,83 mT 0,042 mT
15A 1.26 mT 0.063 mT
2A 1.68 mT 0,083 mT
25A 2,10 mT 0,104 mT
299 A 2,50 mT 0,125 mT

Iz tablica (4.1.) 1 (4.2.) se moze vidjeti da postoje odredene razlike izmedu izracunatih 1 izmjerenih

vrijednosti magnetske indukcije u jezgri. Vrijednosti izmjerene magnetske indukcije malo su vece

od izracunati, no i jedne i druge vrijednosti se povecavaju kako se struja poveéava. Vrijednosti

magnetske indukcije izvan jezgre su priblizno oko nule, kao §to se moglo i pretpostaviti jer je

magnetsko polje izvan solenoida jako slabo.

4.2. Torusni svitak

Torusni svitak je zavojnica koja ima N gusto namotanih zavoja na jezgri prstenastog oblika.

Presjek torusnog svitka u nasem slucaju ¢e biti krug. Izvan jezgre postoji magnetsko polje oko

svakog zavoja, koje je puno manje nego unutar jezgre, pa ¢emo to polje izvan jezgre zanemarit.

[6]
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SlI. 4.2. Torusni svitak

4.2.1. Eksperimentalni izra¢un magnetskog polja torusnog svitka

Kako bi se izmjerilo magnetsko polje torusnog svitka potrebno ga je spojiti u strujni krug. Spojit

¢e se serijski sa istosmjernim izvorom napona i promjenjivim otpornikom pomocu kojeg ¢emo

regulirat struju. Pomocu teslametra odredivat ¢e se magnetsko polje tako $to ¢e se sonda teslametra

postaviti u srediSte jezgre torusnog svitka. Struja kroz zavojnicu ¢e se postaviti na pet razlicitih

vrijednosti i za svaku vrijednost struje ¢e se izmjeriti magnetsko polje. Vrijednost napona ¢e uvijek

biti ista.

Tablica 4.3. Eksperimentalni izraCun magnetskog polja torusnog svitka

Struja [A] Napon [V] Magnetska indukcija
[mT]
1A 10V 0,10 mT
15A 10V 0,10 mT
2A 10V 0,10 mT
25A 10V 0,08 mT
3A 10V 0,11 mT
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4.2.2. Teorijski izratun magnetskog polja torusnog svitka

Kako bi izra¢unali magnetsku indukciju torusnog svitka potrebno je primijeniti Ampéreov zakon

na konturu L sa slike (4.2.) i time dobivamo:

jg Bdl = 2nrB = woNI, (4.4)
C

pa je trazena magnetska indukcija u torusnoj jezgri:

HoNI
B = ,
2nr

(45)

gdje 2mr mozemo zamijeniti sa | §to predstavlja duzinu srednje silnice. Ako su nam poznate
specifikacije torusnog svitka kojem se izracunala magnetska indukcija u eksperimentalnom dijelu,

onda se moze izracunati magnetska indukcija pomocu izraza (4.5.).
Specifikacije torusnog svitka:

N =50 — broj zavoja

r = 70mm — polumjer kruzne silnice L

| = 440mm — duljina kruzne silnice L

Tablica 4.4. Teorijski izraéun magnetskog polja torusnog svitka

Struja [A] Magnetska indukcija [mT]
1A 0,143 mT
15A 0,214 mT
2A 0,286 mT
25A 0,357 mT
3A 0,429 mT

Na temelju izracunati i izmjerenih rezultata moze se zakljuciti kako postoje mala odstupanja
izraCunatih vrijednosti od izmjerenih zbog nesavrSenosti mjerne opreme. Takoder izmjerena
magnetska indukcija je za razli¢ite vrijednosti struje priblizno jednaka, dok izracunata magnetska

indukcija se povecava kako poveéavamo vrijednost struje.
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4.3. KruZna zavojnica

Na slici 4.3. prikazan je kruzni zavoj kroz koji protjece struja |. Element dl kruzne konture C

kojom tecCe struja, stvara u tocki T na osi x magnetsku indukciju dB. Posto je suma normalnih
komponenti indukcije jednaka nuli, slijedi da je rezultiraju¢a indukcija na osi X u smjeru osi X.

Zbog toga je potrebno integrirati samo komponentu d By kako bi se odredilo magnetsko polje. [6]

48

d 2 L

F

Sl. 4.3. Kruzni zavoj

4.3.1. Eksperimentalni izra¢un magnetskog polja kruZne zavojnice

Da bi se izmjerilo magnetsko polje kruzne zavojnice potrebno ju je spojiti u strujni krug. Spojit ¢e
se serijski sa istosmjernim izvorom napona i promjenjivim otpornikom pomocu kojeg ¢emo
regulirat struju. Pomocu teslametra odredivat ¢e se magnetsko polje tako Sto ¢e se sonda teslametra
postaviti u centar kruzne zavojnice. Takoder ¢e se postaviti sonda na 0s kruzne zavojnice 4 cm od
nje kako bi se i tamo izmjerilo magnetsko polje. Struja kroz zavojnicu ¢e se postaviti na pet
razli¢itih vrijednosti 1 za svaku vrijednost struje ¢e se izmjeriti magnetsko polje. Vrijednost napona

nece biti ista za sve struje, nego ¢e varirati OViSno 0 Struji.

21



Tablica 4.5. Eksperimentalni izra¢un magnetskog polja kruznog zavoja

Struja [A] Napon [V] Magnetska indukcija | Magnetska indukcija
u centru [mT] izvan zavojnice [mT]
04 A 10V 7,30 mT 0,10 mT
05A 15V 8,95 mT 0,20 mT
0,6 A 15V 11,42 mT 0,23 mT
0,7 A 15V 13,04 mT 0,35 mT
0,8 A 20V 15,14 mT 0,27 mT

4.3.2. Teorijski izra¢un magnetskog polja kruZne zavojnice

Kako bi se mogla izra¢unati magnetska indukcija u centru kruzne zavojnice potrebno je integrirati

sljedeci izraz po krivulji C:

i onda imamo:
27T
o= 1l

0

gdje je a polumjer kruzne zavojnice. Formula pomoc¢u koje se moze izraCunati magnetska

indukcija na odredenoj udaljenosti od centra kruZzne zavojnice je:

21
NI NI Nla?
B = Ho dlsing = Ho sin 3¢ = _MoT? (4.8)
4ma? a 3
0 2(a? + d?)2

gdje je d udaljenost po osi x od centra kruzne zavojnice, a ¢ kut koji x os zatvara s vektorom 7.
Iznos magnetske indukcije ¢e opadati §to je vrijednost d veca. Ako su nam poznate specifikacije
kruzne zavojnice pomocu kojih se izra¢unala magnetska indukcija u eksperimentalnom dijelu,
onda se moze izracunati magnetska indukcija u centru pomocu izraza (4.7.) i magnetska indukcija

izvan zavojnice pomocu izraza (4.8.).
Specifikacije kruzne zavojnice:
N = 700 — broj zavoja

a = 2,5 cm — polumjer kruzne zavojnice
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d =8 cm — udaljenost po osi x od centra kruzne zavojnice

Tablica 4.6. Teorijski izratun magnetskog polja kruZne zavojnice

Struja [A] Magnetska indukcija u centru | Magnetska indukcija izvan
[mT] zavojnice [mT]
04A 7,037 mT 0,187 mT
05A 8,796 mT 0,233 mT
0,6 A 10,556 mT 0,280 mT
0,7 A 12,315 mT 0,327 mT
0,8 A 14,074 mT 0,373 mT

Nakon $to se usporede izmjereni i izracunati rezultati, moze se vidjeti da su priblizno jednaki i

rezultati magnetske indukcije u centru kruzne zavojnice i magnetske indukcije izvan kruzne

zavojnice. Kao §to je bio slu¢aj u prethodne dvije zavojnice, tako se i u ovoj zavojnici magnetsko

polje povecava porastom struje i magnetsko polje izvan zavojnice je vrlo slabo.
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5. ZAKLJUCAK

Krivuljni integrali 1. 1 2. vrste predstavljaju poopcenje odredenog integrala po nekoj krivulji
integracije C i definirani su za funkcije dvije ili tri varijable. Brojne su primjene ovih krivuljnih
integrala kao npr. krivuljni integral 2. vrste se primjenjuje kod Ampereovog zakona, koji je temelj
Cetvrte Maxwellove jednadzbe, a i1 koristimo ga za izraCunavanje magnetskog polja, to¢nije
magnetske indukcije kod zavojnica. Takoder krivuljni integrali koriste se za prikaz Greenove i
Stokesove formule koje nam olakSavaju racunanje krivuljnih integrala pomocu dvostrukog
integrala odnosno plosnog integrala, ali i obrnuto. Maxwellove jednadzbe prikazane su upravo u
integralnom obliku i one opisuju ovisnosti elektri¢nog i magnetskog polja o nabojima i strujama,
ali i njihovo medudjelovanje. Maxwell je zakone (Gaussov zakon za elektri¢nu energiju, Gaussov
zakon za magnetizam, Faradayev zakon elektromagnetske indukcije i Ampereov zakon za struje u
vodi¢ima) povezao u jednu cjelinu i nadopunio ih i tako su nastale Cetiri Maxwellove jednadzbe.
Prve dvije jednadzbe relevantne su za plosne integrale elektriénog i magnetskog polja na
zatvorenim povr§inama, a druge povezane su sa Krivuljnim integralima elektri¢nog i magnetskog
polja oko zatvorenih krivulja. Mjerena je i ratunata magnetska indukcija za tri razlicite zavojnice
I na temelju rezultata moze se zakljuciti da magnetsko polje ovisi o broju zavoja zavojnice kao i o
samom obliku zavojnice, ali i o jakosti struje koja tede zavojnicom. Sto je veéa struja, veca ¢e biti
1 magnetska indukcija. Takoder magnetsko polje je najjace unutar zavojnica u njihovom sredistu,
dok $to se viSe udaljavamo od zavojnice vrijednost magnetske indukcije sve je bliza nuli. Izmedu
izraCunatih 1 izmjerenih vrijednosti postoje male razlike u rezultatima, no nema znacajnijih

odstupanja.

24



LITERATURA

[1] T. Maros$evi¢, Krivuljni integrali, nastavni materijali na predmetu Matematika 3 [Moodle],
Sveuciliste Josipa Juraja Strossmayera u Osijeku, Fakultet elektrotehnike, racunarstva i

informacijskih tehnologija, 2020.

[2] B.P. Demidovi¢, Zadaci i rijeSeni primjeri iz viSe matematike s primjenom na tehnicke

znanosti, Tehnic¢ka knjiga, Zagreb, 1974.
[3] B. Apsen, Repetitorij viSe matematike, TehniCka knjiga, Zagreb, 1989.

[4] University of Illinois, Chapter 2, Maxwell's equations in integral form, dostupno na:
https://ws.enar.illinois.edu/sitemanager/getfile.asp?id=194 [Pristupljeno: 3.9.2021.]

[5] Sta su to Maxwellove jednad?be? Koliko ih ima i koje su? (20.6.2017.), dostupno na:
https://svafizika.org/2017/06/20/sta-su-to-maxwellove-jednadzbe-koliko-ih-ima-i-koje-su/
[Pristupljeno: 3.9.2021.]

[6] B. Kuzmanovi¢, Osnove elektrotehnike 1, Element, Zagreb, 2000.

25


https://ws.engr.illinois.edu/sitemanager/getfile.asp?id=194
https://svafizika.org/2017/06/20/sta-su-to-maxwellove-jednadzbe-koliko-ih-ima-i-koje-su/

SAZETAK

U zavr$nom radu potrebno je dati opceniti prikaz krivuljnih integrala 1. 1 2. vrste, te prikazati 1
objasniti Greenovu i Stokesovu formulu na temelju krivuljnih integrala i opcenito integrala.
Nauceno o integralima potrebno je prikazati kroz nekoliko rijeSenih primjera. Zatim potrebno je
prikazati Cetiri Maxwellove jednadzbe u integralnom obliku i objasniti svaku od njih na temelju
fizikalnih veli¢ina u svakoj pojedinoj jednadzbi. Takoder potrebno je izmjeriti i izracunati
magnetsko polje za tri razli¢ite zavojnice i usporediti dobivene rezultate. Kako bi se rijesili zadani
problemi, potrebno je koristiti razli¢itu literaturu kako bi se razumjeli krivuljni integrali, koji
predstavljaju osnovu za Maxwellove jednadzbe, ali i za izraCun magnetskog polja zavojnice.
Mijerenje magnetskog polja zavojnice potrebno je provesti u laboratoriju sa svom potrebnom
opremom. Ovim zavr$nim radom postiglo se znanje o krivuljnim integralima, razumijevanje
Maxwellovih jednadzbi kao i uvid u jakost magnetskog polja kod razli¢itih zavojnica, te na koji ih

nadin izracunati.

Klju¢ne rijeci: krivuljni integrali, Maxwellove jednadzbe, magnetsko polje, zavojnice.
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ABSTRACT

In the final paper, it is necessary to give a general overview of curve integrals of the 1st and 2nd
type, and to present and explain the Green and Stokes formula based on curve integrals and
aintegrals in general. What has been learned about integrals needs to be presented through several
solved examples. It is then necessary to present four Maxwell equations in integral form and
explain each of them based on the physical quantities in each individual equation. It is also
necessary to measure and calculate the magnetic field for three different coils and compare the
results obtained. In order to solve the latter problems, it is necessary to use different literature to
understand the curve integrals, which form the basis for Maxwell's equations, but also for the
calculation of the magnetic field of the coil. The measurement of the magnetic field of the coil
should be carried out in the laboratory with all the necessary equipment. With this final work,
knowledge of curve integrals, understanding of Maxwell's equations as well as insight into the
strength of the magnetic field in different coils, and how to calculate them were achieved.

Keywords: curve integrals, Maxwell equations, magnetic field, coils.
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