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1. UVOD

U posljednjim desetlje¢ima, primjena elektromotra, posebno istosmjernih (DC) strojeva, pos-
tala je Siroko rasprostranjena u razlicitim industrijama. Istosmjerni su strojevi zbog svoje
jednostavnosti, pouzdanosti i visokog stupnja preciznosti pozeljan izbor primjene u baterijskim
sustavima, elektricnim vozilima, sustavima za napajanje te u industrijskim automatizacijskim
sustavima. Medutim, kako bi se postigla optimalna performansa ovih strojeva, klju¢no je imati
pravodobnu i preciznu informaciju o njihovom stanju.

Stanje je sustava skup varijabli koje opisuju trenutno fizicko ili matematicko stanje sustava
u odredenom vremenskom trenutku. Spomenute varijable mogu biti bilo koje kvantitativne va-
rijable koje opisuju ponasanje sustava, a u kontekstu istosmjernog stroja primjeri tih varijabli
ukljuc¢uju brzinu vrtnje, struju, napon, polozaj rotora, moment, temperaturu te ubrzanje. Pro-
cjena stanja sustava odnosi se na proces odredivanja ili procjenu skupa varijabli koje opisuju
trenutno stanje sustava, ali koje nisu direktno dostupne ili mjerljive.

Jedan je od nacina ispitivanja procjene stanja sustava linearno filtriranje koje koristi linearni
matematicki model sustava i linearni algoritam za kombiniranje informacija iz matematickog
modela i mjerenja kako bi se procijenilo stanje sustava. Osnovna je svrha linearnog filtriranja
procijeniti unutarnje stanje sustava na temelju vanjskih mjerenja. U pocecima teorije filtriranja
koja je zapocela Wienerovim filtrom 1940., linearni su filtri djelovali s ograni¢enim uspjehom.
U kompleksnijim sustavima ili sustavima s nelinearnim modelima, klasi¢ni linearni filtri nisu
bili dovoljno precizni i uc¢inkoviti. Jedan je od glavnih problema bio taj Sto nije postojao op-
timalan nacin da se kombiniraju informacije iz matematickog modela sustava i mjerenja kako
bi se dobila najbolja procjena stanja. Takoder, rjesavanje problema filtriranja podataka koji
sadrzavaju Sum nije bilo dovoljno uc¢inkovito. Procjena stanja istosmjernih strojeva igra klju¢nu
ulogu u postizanju visoke ucinkovitosti i pouzdanosti njihova rada, a jedna od takvih najpoz-
natijih tehnika, koja je unaprijedila i rijesila spomenute probleme prvotnih linearnih filtra, je
Kalman filter.

Pojam Kalmanova filtra datira u 1960. godinu kada je Rudolf Emil Kalman (1930. - 2016.)
objavio vlastiti znameniti rad pod nazivom A New Approach to Linear Filtering and Prediction
Problems u kojem je elaborirao rekurzivno rjesenje problema linearnog filtriranja diskretnih po-
dataka. Konstituirao je problem u prostoru stanja (eng. state-space) Sto omogucava pregledan
smjestaj vise varijabli ulaza i izlaza ovisni o vremenu i pruza vecéu prakti¢nost u odnosu na
Wienerov filter. Kalman filter nudi procjene stanja sustava na temelju nepreciznih i nesigurnih
mjerenja te kada se ono ne moze direktno izmjeriti. Nadalje, na temelju njegovih proslih pro-
cjena omogucuje predvidanje buducih stanja sustava. Prema tome, filter je potentan u nekoliko
aspekta: podrzava procjene proslih, sadasnjih, pa ¢ak i buduéih stanja, a to moze uciniti cak i
kada je toéna priroda modeliranog sustava nepoznata.

Cilj je ovog zavrsnog rada istraziti primjenu Kalman filtra za procjenu stanja istosmjernog
stroja. Rad ¢e se usredotociti na teorijske osnove Kalman filtra, promatrat ¢e se sustav treceg
reda i sustav istosmjernog stroja opisanih odgovaraju¢im matematickim modelima te ¢e se pu-
tem MATLAB koda i MATLAB Simulinka izvrsiti njegova primjena na prethodno spomenute
sustave kako bi se evaluirala njegova ucinkovitost, preciznost i vaznost njegove primjene za
procjenu stanja istosmjernog stroja koja moze imati znacajan utjecaj na razlicite industrije i
doprinijeti napretku u podrucju automatike i elektromotorike.



1.1. Zadatak zavrsnog rada

Osnovni je zadatak ovog zavrsnog rada izvesti dinamicki model istosmjernog stroja u prostoru
stanja te izraditi simulacijski model. Na temelju izvedenog modela strukturirati Kalman filter
za procjenu stanja stroja te na dobivenim podacima rekurzivnim postupkom procjenjivati stanje
istosmjernog stroja. Prouciti i komentirati izbor vremena uzorkovanja na rad Kalman filtra.



2. PREGLED PODRUCJA TEME

Estimatori su matematicki algoritmi ili metode koji se koriste za procjenu nepoznatih para-
metara ili varijabli na temelju dostupnih podataka, a koriste se za stvaranje estimacija, od-
nosno procjena vrijednosti nepoznatih varijabli. U polju su elektrotehnike neizbjezne situacije
gdje su senzorska mjerenja podlozna Sumovima, izoblicenjima i nepreciznostima. Estimatori
omogucuju modeliranje ovih nesavrSenosti i izracunavanje najboljih procjena stvarnih vrijed-
nosti parametara sustava ili signala sto je od znacajne vaznosti za optimizaciju performansi
sustava te povecanje pouzdanosti mjerenja i upravljackih sustava [1]. Medutim, neki su od
glavnih problema estimatora i estimacija povezani s nesigurnostima, preciznoséu i pouzdanoséu
procjena. Ovi se algoritmi oslanjaju na ogranicene raspolozive podatke sto inherentno donosi
odredenu mjeru nesigurnosti. Mjerenja nerijetko sadrzavaju sum i nepotpunosti, dok modeli
sustava mogu imati nedostatke koji rezultiraju nepreciznim ili nepouzdanim procjenama. Pored
toga, moze se pojaviti problem u izravnom mjerenju odredene fizikalne veli¢ine, a kao rjesenje
navedenih problema, aplicira se Kalman filter [2].

Kalman filter adaptivni je algoritam koji ukljuc¢uje nesigurnosti i nepreciznosti u svoje modele,
¢ime omogucuje precizniju i pouzdaniju procjenu stanja sustava. Kroz iterativno azuriranje
procjena na temelju novih informacija, Kalman filter pruza moguénost boljeg modeliranja i
rjesavanja problema vezanih uz estimaciju u realnom vremenu [3]. Zbog svoje se univerzalnosti
moze primijeniti na razlicite vrste sustava, bez obzira na podrucje primjene. Prema tome, po-
sebno je primjenjiv u elektrotehnici za procjenu stanja istosmjernih strojeva jer, kao adaptivni
algoritam, omogucuje modeliranje realnog ponasanja istosmjernih strojeva u prisutnosti faktora
poput Sumova i varijacija u mjerenjima [4].

Prednosti istosmjernih strojeva leze u visokoj ucinkovitosti, brzome odzivu na promjene op-
tere¢enja te u sposobnosti regeneracije energije. Naime, potencijalno nepredvidive promjene
optere¢enja te potreba za preciznom procjenom trenutnog i buduceg stanja i dinamike istosmjer-
nih strojeva, koja je ¢esto otezana zbog nesavrsenosti senzora, Suma i varijabilnosti okruzenja,
¢ine nedostatke istosmjernih strojeva. Upravo prema spomenutim nedostacima, Kalman fil-
ter pogodan je algoritam za ovakvu primjenu jer moze kompenzirati Sumove i nesavrsenosti
u mjerenjima te uzeti u obzir dinamiku sustava, ¢ime se omogucuje tocnija procjena stanja
istosmjernih strojeva ¢ak i u promjenjivim uvjetima rada [5].

Ovakva primjena sa sobom nosi prednosti u brzini i preciznosti procjene stanja stroja, u sposob-
nosti Kalman filtra za pra¢enjem brzih procjena istosmjernih strojeva te u optimalnoj procjeni
sto je od velike koristi za istosmjerne strojeve gdje je vazno odrzavati stabilnost i kontrolirati
rad [6]. S druge strane, nedostaci ovakve primjene ukljucuju: osjetljivost na pocetne uvjete,
racunalnu slozenost te ovisnost o modelu, odnosno ako model nije tocan ili se parametri mije-
njaju tijekom vremena, tada to moze rezultirati losijim procjenama [7].

Unato¢ navedenim nedostacima, Kalmanov filter ima Siroku primjenu u elektrotehnici i iz-
van nje. U elektrotehnici se koristi za pracenje stanja baterija, regulaciju brzine istosmjernih
motora, upravljanje sustavima za napajanje i drugim aplikacijama [8], [4], [9], gdje je precizna
procjena stanja vazna. Takoder, granice primjena Kalman filtra dosezu jos u podruc¢ja medi-
cine [10], zrakoplovnog inzenjerstva [11], robotike te navigacije [12], [13], gdje se takoder susreéu
dinamicki sustavi sa Sumom i nesigurnostima.



3. TEORIJSKA PODLOGA ZA PRIMJENU KALMAN FILTRA

U ovome je poglavlju potrebno uvesti neke od temeljnih pojmova iz podruéja vjerojatnosti,
statistike i linearnih sustava koji su neophodni za prihvacanje slozenih koncepata, izvodenja i
nacina rada Kalman filtra te za koncepciju primjene Kalman filtra na stvarni problem procjene
stanja istosmjernog stroja.

Neki su od tih osnovnih pojmova sljedeéi: uvjetna vjerojatnost (eng. conditional probabi-
lity), slu¢ajna varijabla, slucajni vektor i slucajan proces (eng. random variable, random vector
and random process), normalna (Gaussova) distribucija (eng. normal (Gaussian) distribution),
vremenski diskretan linearan sustav (eng. discrete-time linear system), osmotrivost sustava
(eng. observability of the system), optimalne procjene (eng. optimal estimation) i rekurzija
(eng. recursion).

Uvjetna vjerojatnost

U teoriji vjerojatnosti, dva su temeljna pojma eksperiment i dogadaj. Eksperiment predstavlja
pazljivo osmisljeni proces ili situaciju koji ima potencijal za razlicite rezultate, poznate kao
ishodi [14]. Dogadaj se odnosi na skup tih ishoda ili moguéih rezultata koji su relevantni za
situaciju [14]. Drugim rijec¢ima, eksperiment je okvir unutar kojeg se provodi istrazivanje nesi-
gurnosti, dok dogadaj identificira specificne rezultate koji se mogu pojaviti unutar tog okvira.
Na temelju ovih osnovnih pojmova, razvijaju se i ostali kljuéni aspekti teorije vjerojatnosti,
ukljuc¢ujuci koncept vjerojatnosti.

Vjerojatnost je kvantitativha mjera koja nam omogucava procjenjivanje izglednosti da ¢e se
odredeni dogadaj ili skup dogadaja ostvariti. Ova konceptualna alatka igra kljuénu ulogu u
izrazavanju nesigurnosti vezane uz ishode unutar odredenog eksperimenta, situacije ili pro-
blema. Osim $to omogucava razumijevanje vjerojatnih rezultata, vjerojatnost pruza osnovu za
donosenje informiranih odluka u uvjetima nepotpunih informacija. Putem kvantifikacije izgled-
nosti, vjerojatnost postaje kljuéno sredstvo za modeliranje slucajnosti i nesigurnosti.

Vjerojatnost da se dogodio neki dogadaj A racuna se kao
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P(A) = Q)

(3-1)

pri cemu |A| oznacava broj povoljnih ishoda za dogadaj A, dok |Q2| oznacava ukupan broj
mogucih ishoda [15].

Teorija vjerojatnosti takoder ukljuc¢uje koncept uvjetne vjerojatnosti. Uvjetna je vjerojatnost
izvjesnost da ¢ée se dogadaj A dogoditi pod uvjetom da se dogadaj B veé dogodio [15]. Ona
omogucuje razumijevanje kako jedan dogadaj utjece na vjerojatnost drugog dogadaja uzimajuci
u obzir relevantne informacije. Uvjetna se vjerojatnost oznacava kao P(A|B) te se ¢ita kao ”"vje-
rojatnost A pod uvjetom B” [15].

Matematicki se izrazava kao:
P(ANB)

P(B)
gdje P(A N B) predstavlja vjerojatnost da se istovremeno dogodi dogagadaj A i dogadaj B, a
P(B) predstavlja vjerojatnost dogadaja B.

P(A|B) = (3-2)



Slucajna varijabla, slucajni vektor te sluéajan proces

Slucajna je varijabla klju¢ni koncept u statistici i teoriji vjerojatnosti koji se koristi za opisiva-
nje numerickih vrijednosti povezanih s nasumicnim dogadajima. Ona djeluje kao most izmedu
matematickog modeliranja nesigurnosti i stvarnih dogadaja. Slucajna se varijabla moze defini-
rati kao funkcija koja svakom ishodu u nekom eksperimentu ili dogadaju pridruzuje numericku
vrijednost [14].

Slika se slucajne varijable, oznacena kao R(X), odnosi na skup numerickih vrijednosti koje
slucajna varijabla X moze poprimiti, bilo da su te vrijednosti diskretne ili kontinuirane. Ovisno
o slici R(X), postoje dvije vrste slucajnih varijabli: diskretne i kontinuirane. Diskretne sluc¢ajne
varijable mogu poprimiti samo odredene vrijednosti, tj. slika R(X) je konacan ili prebrojiv skup
dok, s druge strane, kontinuirane sluc¢ajne varijable mogu poprimiti infinitezimalno mnogo vri-
jednosti unutar odredenog raspona te je njihova slika R(X) neprebrojiv skup [14].

Diskretna se slucajna varijabla koristi za opisivanje i kvantificiranje nasumicnih dogadaja ¢iji su
mogudi rezultati izbrojivi i razdvojeni. U matematickom smislu, diskretnu slu¢ajnu varijablu
X definiramo [15] kao funkciju

X:Q—-R (3-3)

pri ¢emu je €2 skup svih mogucih ishoda eksperimenta, a R skup realnih brojeva.

Diskretnu slu¢ajnu varijablu zapisujemo tabli¢no [15] u obliku

X:(Il To ... Ip ) <3_4)
pr p2 -+ DPn --.

te ju nazivamo raspodjela (distribucija) od X. Prema (3-4) istaknuta su dva vazna skupa bro-
jeva. Jedan skup obuhvaca sve vrijednosti z;,7 € N koje slucajna varijabla X moze poprimiti,
stoga se takav skup odnosi na njenu sliku R(X), a drugi je skup niz pripadnih vjerojatnosti
pi,i € N za koji vrijedi p; = P(X = x;) za z; € R(X) te oznacava vjerojatnost da ¢e se dogoditi
ishod z; [15].

Kontinuirana se sluc¢ajna varijabla primjenjuje za izracunavanje nasumic¢nih dogadaja ¢iji su
moguci rezultati beskona¢no mnogo vrijednosti unutar odredenog raspona. Matematicki gle-
dano, funkciju

X:Q-R (3-5)

za koju vrijedi

1.
{we: X(w)<z}={X<z}hzeR (3-6)

Sto oznacava da za pojedina¢ni ishod w u skupu svih moguéih ishoda €2 vrijedi da vrijed-
nost neprekidne slucajne varijable X ne prelazi odredenu numericku vrijednost realnog
broja x.

2. postoji nenegativna realna funkcija realne varijable f, takva da
P{wEQ:X(w)gx}:P{XSx}:/ f(t)dt,z € R (3-7)

Sto predstavlja vjerojatnost da ¢e se dogoditi ishod iz skupa svih mogucih ishoda cija je
vrijednost kontinuirane sluc¢ajne varijable manja ili jednaka od realnog broja z.



nazivamo kontinuirana sluc¢ajna varijabla [16], a funkciju f funkciju gustoce vjerojatnosti slu¢ajne
varijable X, pomoc¢u koje se i zadaje neprekidna slucajna varijabla.

Slucajni je vektor koncept koji prosiruje pojam sluc¢ajne varijable na vise dimenzija [14]. Osim
da se promatra pojedinacna slucajna varijabla, istovremeno se analizira viSe njih organiziranih
kao vektor. Poput sluc¢ajnih varijabli, mogu biti diskretni i kontinuirani. Slucajni vektor

(X1, Xs, ..., X,) (3-8)

sastoji se od n pojedinacnih sluc¢ajnih varijabli Xy, Xs, ..., X, te svaka od tih varijabli moze
imati svoju funkciju gustoée vjerojatnosti, distribuciju, oc¢ekivanje, varijancu i ostalo [17].

U razlicitim problemima optimizacije i donoSenja odluka, prisutnost medusobno ovisnih va-
rijabli moze znacajno utjecati na ishode. Upravo slucajni vektori omogucavaju analizu rizika i
nesigurnosti te podrzavaju bolje informirane odluke.

Slucajni je proces matematicki model koji opisuje evoluciju vremenskih ili prostornih dogadaja
koji se odvijaju nasumicéno [17]. U svojoj osnovi, slu¢ajni je proces niz sluc¢ajnih varijabli koje su
medusobno povezane vremenom ili prostorom. Mogu biti diskretni ili kontinuirani [14], ovisno
o tome jesu li definirani u diskretnim vremenskim intervalima ili kontinuiranom vremenskom
toku, odnosno diskretnim tockama u prostoru ili kontinuiranom prostoru. Od velike su vaznosti
jer osiguravaju analizu i modeliranje nesigurnosti i varijabilnosti u dinamickim situacijama.

Normalna (Gaussova) distribucija

Normalna je distribucija, etablirana i kao Gaussova distribucija, kontinuirana vjerojatnosna
distribucija primijenjiva u statistici i vjerojatnosti za modeliranje slucajnih varijabli koje se
pojavljuju u prirodi. Ona je dvoparametarska funkcija [15] definirana svojstvima srednje vri-

jednosti, odnosno o¢ekivanja E(X) = yu i varijance Var[X] = o2

Krivulja je normalne distribucije simetri¢na i oblika zvona. Ocekivanje (u) oznacava cen-
tralnu tocku krivulje, dok varijanca (o) mjeri rasprsenost podataka oko srednje vrijednosti, tj.
odreduje Sirinu krivulje.

N
L._'__,I

1
|
1
1
1
T
1
1 I | 1 1
pH—30 p—20 p—o I p+o p+20 p+ 30

Slika 3.1: Graf funkcije gustoée za normalnu razdiobu

Prema slici 3.1, konstatira se kako normalna distribucija ima vazno svojstvo poznato joS po
nazivu 68-95-99.7 pravilo, odnosno oko 68% podataka pada unutar jedne standardne devija-
cije, oko 95% pada unutar dvije standardne devijacije i oko 99.7% pada unutar tri standardne
devijacije.



Za neprekidnu sluc¢ajnu varijablu X s pripadnom funkcijom gustoce vjerojatnosti

1 —-w?
fl) = —o=e 5" (39)

kaze se da ima normalnu distribuciju s parametrima p i o [15], a pisemo X ~ N (u,0).

Kao poseban sluc¢aj normalne distribucije, koristi se i standardziriana normalna razdioba ili
jedini¢na normalna razdioba koja za parametre uzima u = 010 = 1, a oznacava se kao N (0,1).
Uobicajeno je za parametre p i o uzeti spomenute vrijednosti jer su tada podaci standardizi-
rani i lakse se is¢itavaju vrijednosti funkcije distribucije [15], stoga je primjena takve razdiobe
uvelike prakti¢na za izracune i analize.

Vremenski diskretan linearan sustav

Vremenski je diskretan linearan sustav matematicki model koji opisuje dinamiku sustava u
diskretnom vremenskom koraku. U ovom su sustavu vrijednosti stanja i ulaza sustava defini-
rane samo u odredenim vremenskim tockama, obi¢no jednako udaljenima.

Matematicki, vremenski diskretan linearan sustav moze se predstaviti pomocu rekurzivne dife-
rencijalne jednadzbe ili jednadzbe razlike [18]. Spomenuti je sustav dan izrazom:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (3-10)

y(k) = Cx(k) + Du(k),Vk = 0,1,2, ... (3-11)

gdje su x(k), u(k), y(k) redom vektori stanja, ulaza i varijabli izlaza u koraku k te A, B, C,D
redom matrica parametara sustava, ulaza, izlaza i matrica direktnog prijenosa s realnim i kons-
tantnim koeficijentima.

Prema jednadzbama (3-10) i (3-11) moze se uociti kako je jednadzba (3-10) ekvivalentna skupu
od n linearnih jednadzbi diferencija [18], odnosno

vk +1) = agz;(k) + > byw(k); i=12....n (3-12)
j=1 1=1
Jednadzba (3-11) ekvivalentna je skupu r linearnih algebarskih jednadzbi [18], odnosno
vilk) = cyai(k)+ Y daw(k); i=1,2,...r (3-13)
j=1 =1

Zakljucéno, vremenski diskretan linearan sustav opisan modelom (3-10) i (3-11) predstavlja li-
nearnost sustava i konstantne matrice prijelaza i ulaza.

Osmotrivost sustava

Osmotrivost je sustava kljuéni aspekt teorije upravljanja i analize sustava, a ona pokazuje
da je sustav sposoban dati potpunu informaciju o svom trenutnom stanju kroz dostupna mje-
renja [19]. Kada se kaze da je sustav osmotriv, to zna¢i da se moze nedvosmisleno odrediti
trenutno stanje sustava iz podataka prikupljenih mjerenjem ulaza i izlaza sustava. Ovaj se kon-
cept uglavnom odnosi na linearne sustave te se za linearne vremenski kontinuirane ili diskretne
sustave, osmotrivost analizira pomoc¢u matrice osmotrivosti.
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Matrica osmotrivosti kvadratna je matrica s redovima koji predstavljaju mjerenja i stupcima
koji predstavljaju stanje sustava [18]. Konstrukcija se matrice osmotrivosti temelji na mate-
matickim vezama koje povezuju mjerenja s unutarnjim stanjem sustava. Svaki element ove
matrice odrazava stupanj do kojeg svako mjerenje doprinosi razumijevanju odredenog stanja
sustava.

Kljuéni je pokazatelj osmotrivosti rang matrice osmotrivosti [19]. Ako se promotri linearan
vremenski nepromijenjiv diskretan sustav zadan sljede¢im oblikom

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k), z(0)=a€R (3-14)
y(k) = Cx(k) (3-15)
dana se mjerenja y(k) mogu racunati preko sljedeéih koraka:
¥(0) = Cx(0) (3-16)
y(1) = Cx(1) = CAx(0) (3-17)
y(2) = Cx(2) = CA*x(0) (3-18)
: (3-19)
y(n —1) = Cx(n — 1) = CA" 'x(0) (3-20)
Ako se pomoc¢u prethodnih korakara prikaze matrica
C o]
CA
0= | CA? (3-21)
_CA"‘l_

tada ona predstavlja matricu osmotrivosti [18]. Ukoliko matrica osmotrivosti ima puni rang
[19], to implicira da su svi retci (mjerenja) ili stupci (stanja) unutar matrice medusobno line-
arno nezavisni te sva stanja sustava mogu biti potpuno rekonstruirana iz dostupnih mjerenja.
S druge strane, ako matrica osmotrivosti nema puni rang, onda postoje neka stanja koja nisu
potpuno vidljiva iz mjerenja, sto moze dovesti do nepreciznih ili neto¢nih procjena stanja sus-
tava [2].

Kada se primjenjuje Kalmanov filter, od iznimne je vaznosti da je odabrani sustav osmotriv.
Ako sustav nije dovoljno osmotriv, odnosno ako odredeni dijelovi sustava nisu u potpunosti
vidljivi ili precizno promatrani, Kalmanov filter ne¢e moci pruziti precizne i pouzdane pro-
cjene stanja. Stoga je razumijevanje osmotrivosti kljuéno za odabir prikladnih varijabli stanja
i mjerenja, kao i za konfiguriranje Kalmanova filtra na nac¢in koji osigurava optimalne procjene
stanja i tocno pracenje dinamike sustava.

Optimalne procjene
Optimalna je procjena estimacija koja minimalizira razliku izmedu stvarne i procijenjene vri-
jednosti [20]. U opéem smislu, ovo se moze primijeniti ne samo na Kalmanov filter, veé i na

druge metode procjene i kontrole sustava.

Optimalne procjene koriste razli¢ite metode za poboljSanje svoje toc¢nosti i pouzdanosti, ukljucujuci
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koristenje predikcijskih pogresaka i reziduala. Predikcijska se pogreska koristi za procjenu ne-
sigurnosti u predvidanju buduéeg stanja sustava [15]. Obi¢no se opisuje matricom kovarijance,
koja s vremenom raste kako se nesigurnost povec¢ava. Kako se rade nova predvidanja stanja,
matrica kovarijance se azurira kako bi ukljucila nova mjerenja.

Rezidual je na stanju razlika izmedu stvarne, izmjerene vrijednosti i predvidene vrijednosti
na temelju prethodnih procjena [15]. Ako je rezidual velik to moze ukazivati na neprecizne ili
neocekivane promjene u sustavu te se oni koriste za ispravljanje procjene bilance i smanjenje
utjecaja takvih netipicni i neocekivanih dogadaja.

Rezidual je na observaciji razlika izmedu stvarnog mjerenja i o¢ekivane vrijednosti na temelju
procjene trenutnog stanja [15]. Taj se rezidual koristi za izra¢un inovacije i predstavlja nomi-
nalnu razliku izmedu stvarnih i predvidenih mjerenja. Ova se inovacija koristi za azuriranje
procjene stanja i ispravljanje matrice kovarijance.

Gore navedeni koraci primjenjuju se u razli¢itim metodama procjene stanja i upravljanja sus-
tavom kako bi se postigla bolja to¢nost i pouzdanost procjene. To omogucuje precizno prac¢enje
i kontrolu dinamickih sustava, ¢ine¢i najbolju procjenu kljuénim alatom u raznim primjenama.

Rekurzija

Rekurzija je matematicki i racunalni koncept koji se odnosi na postupak u kojem se neki
problem ili funkcija rjesava ili definira pomoc¢u same sebe. Drugim rijecima, rekurzija je pris-
tup koji koristi ponavljanje iste operacije na manje slicnih podproblema sve dok se ne dode do
jednostavnog slucaja.

Metode kojima se koristi Kalman filter, osim §to moraju matematicki biti tocne, moraju biti i
racunalno izvedive [2]. Konstatacijom da se ra¢unalna memorija ne preoptereti, svaka se nova
procjena formira kao kombinacija stare, prethodne procjene i trenutnog mjerenja.

Osnovni su koraci u rekurzivnom procesu sljededi:

1. Podjela problema: za pocetak se pocne sa slozenim problemom koji treba rijesiti. Problem
je podijeljen na manje, slicne podprobleme te obi¢no ukljucuje rekurzivno pozivanje iste
funkcije ili algoritma za te podprobleme.

2. Rekurzivni poziv: za svaki se podproblem, ista funkcija ili algoritam poziva rekurzivno,
dakle isti se postupak primjenjuje na svaki podproblem.

3. Rekurzijska osnova: rekurzija se zaustavlja kada se dode do jednostavnog sluc¢aja (obi¢no
dobro definiranog i rjesenje se moze izravno izracunati). Navedeno se zove jos i rekurzivna
baza.

4. Agregacija rezultata: agregiraju se rezultati dobiveni iz rjesavanja manjih podproblema
kako bi se dobio konacan rezultat slozenog problema
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3.1. Algoritam Kalman filtera

Kalmanov filter je, medu ostalim, linearna kvadratna procjena (eng. linear quadratic estima-
tion), optimalni statisticki algoritam procjene slu¢ajnog procesa modeliranog jednadzbama u
prostoru stanja. On je skup matematickih jednadzbi koje pruzaju u¢inkovito ra¢unalno (re-
kurzivno) rjesenje metode najmanjih kvadrata (eng. lest-squares method). Jedna je od mnogih
njegovih benefita sto ne zahtijeva puno memorije, odnosno ne treba cuvati nikakvu povijest,
osim prethodnog stanja [21] te je vrlo brz $to ga ¢ini prikladnim za probleme u stvarnom
vremenu i ugradbene racunalne sustave (eng. embedded systems). Njegov algoritam procjene
nalikuje algoritmu prediktor-korektor, kao §to je prikazano na slici 3.2.

________________________________ l |

Predvida sljede¢i o B iAiurira stanje koristec’ié
‘ korak putem ———> Predikcija Korekcija [«—— mjerenja
:matematickog modela; S A ’

__________________________________ | T

Slika 3.2: Algoritam Kalman filtera

Kalmanov filter sastoji se od dvije glavne jednadzbe: jednadzbe azuriranja stanja (eng. state
update) i jednadzbe azuriranja mjerenja (eng. measurement update). Prije izvodenja jednadzbi
Kalman filtra, neka se definira sustav opisan jednadzbama

Xk+1 = Aka + Bkuk + Wi (3—22)

yi = Cpxp + vy, (3-23)

Navedeni sustav predstavlja stohasticki linearni sustav. Stohasticki linearni sustav matematicki
je model koji opisuje dinamiku sustava koja je istovremeno linearna i pod utjecajem stohastickih
(nasumic¢nih) varijacija ili fluktuacija. U takvim se sustavima, evolucija stanja ili izlaza sustava

odvija prema linearnim zakonima, ali se uklju¢uju nasumicni procesi koji dodaju nesigurnost
ili Sum u sustav [22].

Jednadzba (3-22) opisuje evoluciju stanja sustava u diskretnim vremenskim koracima k gdje je:
- Xj, vektor stanja sustava u koraku &
- Ay prijelazna matrica koja modelira dinamiku sustava izmedu koraka ki k + 1
- B matrica koja povezuje ulaz uy s promjenom stanja sustava
- uy, vektor ulaza u sustav u trenutku k

- w}, predstavlja stohasticki proces koji oznacuje nasumicne fluktuacije, Sum ili nesigurnosti
u promjeni stanja sustava, procesni Sum (eng. process noise)

Jednadzba (3-23) predstavlja mjerenje izlaza sustava u diskretnim vremenskim koracima k. U
ovome izrazu:
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- Yy je vektor izlaza sustava u koraku &
- Cj je matrica koja povezuje stanje sustava x;, s izlazom yy

- v} oznacava stohasticki proces koji opisuje nasumicne fluktuacije, Sum ili nesigurnosti u
mjerenju izlaza sustava, mjerni Sum (eng. measurement noise)

W}, 1 v su slucajne varijable za koje se pretpostavlja da su neovisne jedna o drugoj, da odgova-
raju bijelom sumu (eng. white noise) te se mogu opisati normalnom (Gaussovom) distribucijom
[21]

p(w) ~N(0,Q) (3-24)

p(v) ~ N(0,R) (3-25)

pri ¢cemu je Q matrica kovarijance procesnog Suma, a R matrica kovarijance mjernog Suma.
Matrica Q opisuje nasumicne fluktuacije ili Sum koji proizlazi iz dinamike samog sustava koji
se prati. Na primjer, ako sustav dozivljava nepredvidive utjecaje poput vanjskih smetnji ili
inherentnih nesavrsenosti u modelu, matrica Q modelira kako se ti poremecaji Sire kroz stanja
sustava tijekom vremena. S druge strane, matrica R odrazava nasumicne fluktuacije ili Sum
koji se javlja u samim mjerenjima dobivenim iz stvarnog sustava. To je posebno relevantno kada
se radi o senzorima koji ¢esto ne pruzaju potpuno precizna mjerenja te su podlozni razli¢itim
smetnjama i nesavrSenostima. Stoga, matrica R reflektira tu prirodnu nesigurnost u mjere-
njima.

Prema prethodno objasnjenom pojmu rekurzije, definirat ¢e se predikcija stanja fc’,j_l i pro-
cjena stanja X§, [23]. Predikcija stanja je estimacija koja ukazuje na najbolju procjenu prije
asimilacije mjerenja u koraku k, a procjena je stanja najbolja procjena trenutnog stanja sus-
tava u trenutku k. Takoder, pogreske koje se javljaju prilikom estimacije neizbjezne su, stoga
definiramo dvije vrste pogresaka:

1. Pogreska predikcije:
e ' =x;, — %! (3-26)
2. Pogreska pocetne procjene stanja:

el =x; — %X} (3-27)

Vektor greske e, predstavlja razliku izmedu stvarnog stanja sustava i pocetne procjene stanja
koju Kalman filter koristi kao pocetnu pretpostavku. Koristi se kako bi se korigirala pro-
cjena stanja na temelju novih mjerenja, a njegovi su elementi pozitivne varijance, odnosno
ex=[0?,02,...,02]. Da bi se izvele pridruzene matrice kovarijance gresaka Py~' i P¥ neka se
zapocne od definicije varijance slucajne varijable, odnosno u ovom slu¢aju na vektor greske e

Var(eri) = El(exs — 11)"] (3-28)

Ako se pretpostavi da je ocekivanje p = 0 tada jednadzba (3-28) ima sljedeéi oblik
Var(eg;) = El(eri)?] (3-29)
Budud¢i da je vektor greske e, dimenzija 1 X n, a matrice kovarijance gresaka su kvadratne

matrice dimenzija n X n, nadopisat ¢e se transponirani vektor gresaka ef dimenzija n x 1, ¢iji
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su elementi oznaceni kao ey;. Element je matrice Py na poziciji (¢, j) definiran kao kovarijanca
izmedu ey; i ex;, odnosno
Py(i,j) = Cov(ek, exj) = Elexier;] (3-30)

Ako su ey; i ey pri ¢ = j iste vrijednosti, tada ¢e element matrice na toj pozici biti
Pi(i,7) = Cov(egi, er;) = Elerier:] = El(er:)?] = Var(e) (3-31)

Sada se moze prikazati matricni zapis matrice kovarijance gresaka kao

Var(ex) Cov(eg1,ex2) -+ Cov(ekr,ern)
Cov(ega, e Var(e -+ Cov(eps, ern
P, — ( 1:32 k1) ( k2) ) ( l:€2 kn) (3-32)
Cov(egn, er1) Cov(egn,era) - -- Var(eg,)

Na temelju se ovog izvoda moze zakljuciti da su pridruzene matrice kovarijanci gresaka
Py = Elef ! (ef )] (3-33)
koja predstavlja matricu kovarijance greske predikcije te

P} = Elef(ef)'] (3-34)

i ona predstavlja matricu kovarijance greske procjene stanja.

Pri izvodenju jednadzbi za Kalmanov filter, zapocinje se s ciljem pronalaska izraza za procjenu
stanja. Ta se procjena racuna kao linearna kombinacija predikcije i razlike izmedu stvarnog
mjerenja i predvidanja mjerenja [24], kako je formalizirano jednadzbom

)A(k = A)A(k_l + Buk + K(yk - C(A)A(k_l + Buk)) (3—35)

gdje se AX;_1 + Buy supstituira s predikcijom fc],z_l koja procijenjuje oc¢ekivano stanje sustava
u sljede¢em vremenskom koraku pomocu procjene stanja iz prethodnog vremenskog koraka.
Stoga jednadzba (3-35) poprima oblik

%p =%+ Ky, — CXFY) (3-36)

Jednadzba (3-35) opisuje korak azuriranja procjene stanja u Kalmanovom filtru. Matrica
AX%;_1 + Bu, opisuje predikciju stanja, a izraz y, — C(AX,_1 + Buy) predstavlja rezidual
ili mjernu inovaciju koja oznacava razliku izmedu stvarnog mjerenja y; i predvidenog mjerenja
C(A%j_1 + Buy) na temelju predikcije. Ukoliko je rezidual jednak nuli to znac¢i da spomenuta
dva mjerenja u potpunosti odgovaraju jedno drugome, odnosno nema nikakve razlike izmedu
predvidenih vrijednosti i stvarnih vrijednosti mjerenja.

Matrica K u jednadzbi (3-35) i (3-36) naziva se matrica Kalmanovog pojacanja koja minimizira
kovarijancu pogreske predikcije. Minimizacija se moze posti¢i na nacin da se prvo supstituira
jednadzba (3-36) u jednadzbu (3-27). Nadalje, izvodi se deriviranje s K i dobiveni se rezultat
izjednacava s nulom u cilju minimiziranja traga matrice koji je jednak tragu transponirane
matrice.

Jednadzbe azuriranja stanja odgovorne su za predikciju i one glase [24]:

= A%} + Bu (3-37)
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Pt = APITIAT +Q (3-38)

dok su za korekciju odgovorne jednadzbe azuriranja mjerenja [24] koje glase

K, = Pi'Cc’[cP;/'Ct + R]™ (3-39)
=%+ Ki(yr — Cx7 ) (3-40)
P} = (I-K,C)P;! (3-41)

Za izracunavanje jednadzbi predikcije potrebno je inicijalizirati pocetna stanja, odnosno inici-
jalizirati X9 i P
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4. PRIMJENA KALMAN FILTRA NA ELEKTRICNU MREZU

Predstojece ¢e se poglavlje posvetiti konceptu matematickog modeliranja, pruzajuéi temeljan
pregled njegove vaznosti u analizi elektrotehnickih sustava. Predstavit ¢e se prakti¢na primjena
Kalman filtera na mrezu treceg reda te Ce se detaljno opisati implementacija ovog sofisticiranog
algoritma koriste¢i MATLAB kod i MATLAB Simulink okruzenje. Izlozit ¢e se i komentirati
rezultati simulacija kako bi se pruzio dublji uvid u dobivene rezultate.

4.1. Matematicko modeliranje elektrotehnickih sustava

Elektrotehnicki sustavi predstavljaju slozene skupove medusobno povezanih elektricnih i elek-
tromagnetskih komponenata, koji su kljuéni za razli¢ite svakodnevne i tehnoloske potrebe. Oni
omogucuju ne samo isporuku elektricne energije za osnovne funkcije, veé¢ i potporu naprednim
inovacijama. Sustavi elektrotehnike obuhvacaju raznolike komponente kao sto su izvori napa-
janja, pasivni elementi poput otpornika, kondenzatora i induktora, te dinamicke komponente
kao sto su elektromotori i drugi uredaji. Njihova medusobna interakcija omogucéuje precizno
kontrolirano djelovanje i pruza funkcionalnost sirokom spektru uredaja i aplikacija.

Kada je rije¢ o matematickom modeliranju elektrotehnickih sustava, ono sto je klju¢no je da
nam ono sluzi za razumijevanje njihova ponasanja, optimizaciju njihovih performansi i razvoj
novih tehnologija. Matematicko se modeliranje elektrotehnickih sustava temelji na pretvaranju
stvarnog fizickog sustava u matematicki opis, ¢ime se omogucuje analiza i simulacija njegova
ponasanja.

Prilikom izvodenja matematickog modela elektrotehnickog sustava, potrebno je raspisati od-
govarajuc¢e matematicke jednadzbe na temelju poznatih elektrotehnickih zakona i principa.
Za slozene elektricne mreze primjenjuju se Kirchoffovi zakoni. Kirchoffov zakon struje (KZS)
glasi da za svaku Kirchoffovu mrezu [25], za svaki od njenih ¢vorova, u bilo kojem trenutku,
algebarski zbroj struja grana spojenih na isti ¢vor jednak je nuli, odnosno

> ajir =0 (4-42)
k=1

gdje a; predstavlja 1 ili —1 ovisno o podudarnosti referentnog smjera struje j-tog cvora s re-
ferentnim smjerom struje k-te grane, a m predstavlja ukupni broj grana mreze.

Kirchoffov zakon napona (KZN) glasi da za svaku Kirchoffovu mrezu, za svaku njenu petlju, u
bilo kojem trenutku, algebarski zbroj napona grana duz jedne petlje jednak je nuli, odnosno

k=1

gdje je bjr 1 ili —1 ovisno o podudarnosti referentnog smjera napona j-te petlje s referentnim
smjerom napona k-te grane, a m ukupan broj grana mreze.

Elektrotehnicki sustavi ¢esto ukljucuju procese kao $to su promjene u struji, naponu i dru-

gim parametrima tijekom vremena. Kako bi se ovakve promjene precizno modelirale i opisao
dinamicki proces i interakcija unutar sustava, primijenjuju se diferencijalne jednadzbe [26].
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4.2. Modeliranje mreze

Neka je dan sljededi strujni krug sustava treceg reda

i UupR

CD uLQT Ly u(:T C ung ¥4

; ic :
in ir1

Slika 4.3: Sustav treceg reda

Za izvodenje matematickog modela danog sustava tre¢eg reda, primijenit ¢e se Kirchoffovi
zakoni struje i napona te konstitutivne relacije napona induktiviteta i struje kapaciteta pomocu
kojih ¢e se izraziti varijable stanja ir1,770 1 uc. Primjenom Kirchoffova zakona struje, vrijede
sljedece jednadzbe:

i — g —le— i1 =0 (4-44)
le =1— 119 — i1 (4-45)
Buduc¢i da je konstitutivna relacija struje kapaciteta
du
o = C—= 4-46
i ; (4-46)
te ukoliko se pomocu nje izrazi napon kapaciteta kao
du, 1
= —i, 4-47
a ' (447)
i uvrsti jednadzba (4-45) u jednadzbu (4-47), dobiva se varijabla stanja ., odnosno
du,. 1, . .
1 = E(Z_ZLQ_ZLI) (4_48)

Preko Kirchoffova zakona napona, raspise se sljedeca jednadzba
Ue — RiLl —Ur1 = 0 (4—49)

Uvrstavanjem konstitutivne relacije za napon idnuktiviteta u jednadzbu (4-49), dolazi se do

druge varijable stanja, ir;.
diry 1 1

— = —up; = —(uc— Ri 4-50

@ L, = grlue~ Rin) (4-50)

Da bi se izrazila posljednja, trec¢a varijabla stanja 775, potrebno je iz Kirchoffova zakona napona
uociti da vrijedi

U2 = Ue (4—51)

Kada se jednadzba (4-51) uvrsti u konstitutivnu relaciju napona induktiviteta, varijabla je

stanja 175 jednaka
digso 1 1
—_— = — = — c 4_52
dt L, 2T L, (4-52)
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Nakon definiranja varijabli stanja, dani se sustav prikazuje u prostoru stanja u istome obliku
kao $to je prikazano u jednadzbama (5-68) i (5-69) te je konacan matematicki model danog
sustava treceg reda

0 + 0 i 0
d Lo L2
d—’;: & 0 —é ue | + | & i (4-53)
0 L_1 —TI1 111 0
%
=0 1 —R] |uc|+][0] (4-54)
L1
pri cemu je vektor % jednak
dx d |2
— = — | u, 4-5
at ;; (4-55)
1

Ukoliko se matematicki model prikaze blokovski, dobije se sljede¢i blokovski dijagram

dipy il du, 3
3 i ¥ f in 3 ‘1 dt f i Y |L f =

L

Slika 4.4: Blokovski dijagram matematickog modela sustava treceg reda
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4.3. Analiza procjene stanja mreze Kalman filtrom

U ovom ¢e se potpoglavlju pruziti primjena Kalman filtra na elektricnu mrezu treéega reda
pomocu programskog okvira MATLAB. Promatrat ¢e se i analizirati rad Kalman filtra u oko-
lini varijabilnih pocetnih uvjeta, odnosno analizirat ¢e se koliko je njegova procjena pouzdana
i koliko je filter osjetljiv na promjene u inicijalizaciji poc¢etnih uvjeta. Pocetni ¢e se parametri

mijenjati sukladno s tablicom 4.1.

Tablica 4.1: Varijacije parametara v analizi rada Kalman filtra

Vrijednost parametara za svaku konfiguraciju

konfiguracija

Q

R

Xo

0.0001

1

0.0001

5

0.0001

10

0.0001

0.1

0.0001

0.04

0.01

10

0.001

10

0.00005

10

0.00001

10

0.0001

0.0001

10

10

0.00001

10

0.00001

10

0.00001

10

U ovom su sustavu definirane tri varijable stanja, stoga je matrica Q jednaka dijagonalnoj ma-
trici, veli¢ine 3 x 3, ¢iji su elementi na dijagonali jednaki skalarima ). Buduéi da se mjeri jedan
izlaz sustava, matrica je R jednaka samo skalaru R. Elektricna se mreza opisana jednadzbama
4-53 i 4-54 definira u MATLAB skripti kao $to je prikazano sljede¢im kodom

Primjer koda 1: Parametri i matrice za prikaz sustava u prostoru stanja

R_ohm=2; %0hm

L1=3; %H

L2=4; 7H

C=1; %F

A=[0 1/L2 0; -1/C 0 -1/C; 0 1/L1 -R_ohm/L1];
B=[0; 1/C; 0;1;

C=[0 1 -R_ohm];

D=0;

Za simulaciju je sustava vazno uzeti u obzir utjecaj procesnog i mjernog Suma koji se gene-
riraju koristenjem funkcije randn ¢ija je svrha generiranje niza slu¢ajnih brojeva iz normalne
distribucije.

Primjer koda 2: Generiranje procesnog i mjernog suma

=
]

sqrt (Q)*randn(length(t),1);

<
]

sqrt (R)*randn(length(t),1);
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Implementacija se Kalman filtra u MATLAB kodu vrsi pomoc¢u jednadzbi predikcije i korek-
cije, (3-37)-(3-41). Prije same njegove implementacije, potrebno je postaviti pocetne uvjete te
nakon njihove inicijalizacije i integracije Kalman filtra, kljucno je procijeniti i analizirati rad
i pouzdanost Kalman filtra na dani sustav. Pocetni ¢e uvjeti biti proizvoljno zadani, a ulazni
je signal proizvoljno postavljen kao sinusoidalni signal amplitude 230, jer sustav trecega reda
moze pokazivati oscilatorno ponasanje, a sinusoidalne krivulje bolje odrazavaju takvu dinamiku
sustava i omogucuje Kalman filtru povoljniju prilagodbu u takvim uvjetima. Nadalje, sinuso-
idalni je signal kontinuiran i gladak, sto omogucuje filtru bolju procjenu stanja i bolje filtriranje
odstupanja od stvarnih vrijednosti. Kada se uspostavi optimalna okolina za rad Kalman filtra,
tada ¢e se na takve postavke pocetnih parametara mijenjati ulazni signal i ispitivati nacin rada
filtra prilikom novih promjena. Ulazni ¢e se signal najprije promijeniti da bude linearan iznosa
u = 230¢, a zatim ¢e se promijeniti u signal koji postize skok u cetvrtoj sekundi na vrijednost
10, a prije toga je imao vrijednost 0.

Ispitivanje Kalman filtra za u = 230 sin(27t)

Prikaz ulaznog signala u = 230 sin(27t), varijabli stanja x i izlaza sustava y u vremenu dan je
slikom 4.5

Prikaz ulaznog signala, stanja sustava i izlaznog signala u vremenu, Patricija Ronta
u(t)
T / \

Ulazni signal u(t)

——x1()
x2(t)H
x3(t)

x(t)

Stanje

1 1 1 |
7 8 9 10

Vrijeme
y(t)
T

100 T T T
=

= 50 —
g
3
k)
a

FA \;
3
K
N

S0 I I I I I I I 7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

Viijeme

Slika 4.5: Prikaz varijabli u(t),x(t),y(¢)

0

Za pocetak, implementirat ¢e se Kalman filter u slucaju kada se mijenjaju vrijednosti matrice
R. Pocetni ¢e uvjeti biti jednaki uvjetima prikazanima u kodu 3.

Primjer koda 3: Inicijalizacija pocetnih uvjeta

Tstep=0.001;
t=0:Tstep:10;
u=230*sin (2*pi*t) ;
Q=0.0001; R=1;
x0=0; P0=0;
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U svrhu detaljnog prac¢enja i dublje analize u¢inkovitosti Kalman filtra, bitno je sustavno
izracunavati i interpretirati rezidual i predikcijsku pogresku varijabli stanja i izlaza sustava. One
su od velikoga znacaja jer obje daju pojedinacne vrijednosti u svakom vremenskom trenutku
za koje se sustav promatra te upravo je zbog toga pracenje stabilnosti sustava i filtra olaksano,
a neizostavna je i detekcija njihovih netipiénih ponasanja u danoj okolini. Pored reziduala i
predikcijskih pogresaka, izracunavat ¢e se korijen srednje kvadratne pogreske (RMSE) izmedu
stvarnih (mjerenih) vrijednosti i procijenjenih (izlaznih) vrijednosti. Vazno je naglasiti da je
RMSE pogodno izra¢unavati ako je sustav u stacionarnome stanju jer u dinamickim sustavima
koji se mijenjaju s vremenom, RMSE ima tendenciju rasta zbog pogresaka u predvidanjima
koje akumuliraju s vcemenom. Takoder, RMSE daje agregirani rezultat za cijeli skup podataka,
stoga nije mogué¢ uvid u ponaSanje sustava i procjene filtra u svakom vremenskom trenutku,
sto smanjuje pouzdanost analize isklju¢ivo na izracunavanju RMSE.

Ako se u kodu postave naredbe za izracunavanje RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava
pri vrijednostima R =1, R =51 R = 10 na nacin

Primjer koda 4: Racunanje RMSE za sve varijable stanja x 1 izlaz sustava y

rmse_x(:, k) = sqrt(mean((x(:, 1:k) - x_estimate(:, 1:k))."2, 2));

rmse_output (k-1) = sqrt(mean((y(1:k-1) - y_aposteriori(1:k-1)).72));

dobit ¢e se iznosi RMSE za svaku varijablu stanja x1, x5 i x3 kao i za izlaz sustava y kako je
prikazano tablicom 4.2.

Tablica 4.2: Iznosi RMSE pri razlicitim vrijednostima matrice R

Iznosi RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava
R=1 R=5 R=10
x1 = 3.3351 x1 = 0.6166 21 = 0.6461
9 = 5.8922 9 = 1.5291 o = 1.6042
x3 = 2.7108 x3 = 0.3810 x3 = 0.3930
y = 6.3536 y = 2.5920 y = 3.4571

Rad je Kalman filtra u okolini opisanih uvjeta vidljiv na slici 4.6. Uocava se da su vrijed-
nosti RMSE za R = 1 relativno visoke, sto ukazuje da Kalman filter nije u potpunosti precizno
procijenio stanja i izlaz sustava. Prikaz na slici 4.6 otkriva da filtrirane vrijednosti varijabli
stanja i izlaza sustava odstupaju od stvarnih vrijednosti, s najveé¢im odstupanjima u varija-
blama stanja x; i x3. Takoder je razvidno da je prisutan veéi Sum u mjerenjima izlaza sustava
u usporedbi s mjerenjima varijabli stanja, sto sugerira da filter intenzivnije reagira na Sum u
mjerenjima izlaza kako bi se dobila njegova preciznija estimacija.
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x1

x3

Stanje x1
T

— Stvarna varijabla stanja x1
-~ Filtrirana varijabla stanja x1| |

Stanje x3

Vrijeme

— Stvarna varijabla stanja x3
-~ Filtrirana varijabla stanja x3| |

Vrijeme

X2

80 T T T

60

Q=0.0001 R=1 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta

Stanje x2
T T

— Stvarna varijabla stanja x2 | |

ijabla stanja x2
40 T
20 |
0
20
)
\
-40 q
-60 N 1
80 . . . . . . . . .
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60 | —Stvarniizlaz | |
———Filtrirani izlaz
40
20
0
20
-40
60 . . Y f . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme

Slika 4.6: Rad Kalman filtera kada je R =1

Promjenom vrijednosti matrice u R = 5, sve su se vrijednosti RMSE znatno smanjile u uspo-
redbi s prethodnom konfiguracijom. To ukazuje na poboljsanje uc¢inkovitosti Kalman filtera te
da su njegove procjene u danoj okolini pocetnih uvjeta preciznije i tocnije. Navedeno je vidljivo
i sa slike 4.7 gdje se moze uociti kako se stvarne i filtrirane vrijednosti gotovo u potpunosti
podudaraju, medutim u izlazu je sustava prisutan veéi Sum sto oznacava da je filter postao jos
osjetljiviji na Sum u mjerenjima izlaza.

Prilikom postavljanja matrice R na iznos 10, Kalman filter, prema 4.8, ima sljede¢u konfigura-

ciju.

x1

x3

Stanje x1
T

— Stvarna varijabla stanja x1
- -~ Filtrirana varijabla stanja x1

Vrijeme

Stanje x3
T T

— Stvarna varijabla stanja x3

-~ Filtrirana varijabla stanja x3| |

Vrijeme

X2

Stanje x2
80 ; i i i i i
60 | —— Stvarna varijabla stanja x2 ||
w0 - ——Filtrirana varijabla stanja x2| |
20 1
0 J

-20

-40

-60

80 L L L L L L L L L

60

40

20

-20

-40

-60

Q=0.0001 R=5 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta

Vrijeme

Izlaz sustava
T T

—Stvarniizlaz | |
———Filtrirani izlaz

Vrijeme

Slika 4.7: Rad Kalman filtera kada je R =5
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Q=0.0001 R=10 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta

Stanje x1 Stanje x2
T T T T T T

. . . 80
— Stvarna varijabla stanja x1 60 -
———Filtrirana varijabla stanja x1 |1
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Slika 4.8: Rad Kalman filtera kada je R = 10

Iz tablice 4.2 se uocava da su vrijednosti RMSE jos manje, ukazujué¢i na to da Kalman filter
postiZe joS tocniju i precizniju procjenu u usporedbi s prethodnom vrijednoséu matrice R te
ovakva konfiguracija ¢ini da se stvarne vrijednosti i filtrirane vrijednosti najvise podudaraju.
Vazno je napomenuti da se pove¢anjem matrice R povecava Sum u stvarnoj vrijednosti izlaza
sustava Sto potice filter da intenzivnije reagira na fluktuacije u mjerenjima izlaza. Medutim,
na svim grafickim prikazima, filtrirana je vrijednost izlaza sustava vrlo dobro pratila stvarnu
vrijednost, dakle Kalman je filter uspjesno smanjio utjecaj Suma iz senzora, filtrirao isti te
dao gladu i manje Sumnu izlaznu vrijednost. Dodatno, moze se uociti da je za sve slucajeve
povecanja matrice R prisutan minimalan Sum u stvarnim vrijednostima varijabli stanja. Na-
vedeno sugerira da pove¢avanjem vrijednosti matrice R filter vise vjeruje svojim estimacijama
i manje reagira na Sum u mjerenjima. Sto manje filter uzima u obzir Sum u mjerenjima, to su
estimacije varijabli stanja glade i manje osjetljive na taj sum. To na kraju rezultira pojavom
minimalnog Suma u stvarnim vrijednostima varijabli stanja jer filter uspjesno smanjuje Sum u
vlastitim estimacijama.

Neka se u sljedec¢e dvije konfiguracije matrica R smanjuje na vrijednosti 0.1 i 0.04. Vrijed-
nosti RMSE za navedene vrijednosti matrice R nalaze se u tablici 4.3

Tablica 4.3: Iznosi RMSE pri smanjenim vrijednostima matrice R

Iznosi RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava
R=0.1 R=10.04
xrp = 40.8448 x1 = 2597.9824
r9 = 63.4641 x9 = 3089.5395
x3 = 23.6015 x3 = 1310.1436
y = 40.3615 y = 1299.2790
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Na slici 4.9 vidljivo je ponasanje Kalman filtra u novoj okolini.

Q=0.0001 R=0.1 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta

Stanje x1 Stanje x2
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x3
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-100 . -

Vrijeme
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Slika 4.9: Rad Kalman filtera kada je R = 0.1

Za razliku od prethodnih konfiguracija, u ovome su slucaju vece oscilacije filtriranih vrijed-

nosti, sto je i vidljivo prema vrlo visokim vrijednostima RMSE. Kada se matrica R smanji,

filter zanemaruje senzorske podatke i gotovo se potpuno oslanja na model sustava, sto rezultira
da filtrirane vrijednosti odstupaju i ne prate stvarne vrijednosti.

Ukoliko se matrica R dodatno smanji na vrijednost 0.04., vrijednosti su RMSE znac¢ajno velike
Sto proizlazi iz velikih oscilacija filtriranih vrijednosti. Ovakve su oscilacije znak nestabilnosti
filtriranja te on ne moze pravilno konvergirati prema stvarnim vrijednostima jer je postao uve-
like osjetljiv na male promjene u senzorskim podacima ili modelu u danoj okolini, $to se moze
primijetiti na slici 4.10.

Q=0.0001 R=0.04 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta
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Slika 4.10: Rad Kalman filtera kada je R = 0.04
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Na slici 4.11 i 4.12 prikazani je svaki rezidual i predikcijska pogreska za odredenu vrijednost
matrice R svih varijabli stanja i izlaza sustava.

Reziduali pri razli¢itim vrijednostima matrice R, Patricija Ronta
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Slika 4.11: Reziduali za razlicite vrijednosti matrice R
Predikcijske pogreske pri razli¢itim vrijednostima matrice R, Patricija Ronta
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Slika 4.12: Predikcijske pogreske za razlicite vrijednosti matrice R

Ako se promotre reziduali za svaku varijablu stanja, zakljuc¢uje se da pri vrijednostima R = 1
i R = 0.1, razlike stvarnih i procijenjenih vrijednosti nesto su vec¢e od 0. Oni ukazuju da pos-
toji neravnoteza izmedu modela stanja i mjerenja jer su vrijednosti matrice R manje, stoga
filter vise vjeruje modelu stanja nego mjerenjima, a navedeno je i vidljivo na slikama 4.6 i
4.9 gdje se stvarne i filtrirane vrijednosti ne podudaraju. Pri vrijednostima R =51 R = 10,
reziduali su za sve varijable stanja gotovo konstantno na 0, sto ukazuje da za ove vrijednosti,
Kalman filter precizno procjenjuje stanja te se filtrirane i stvarne vrijednosti mogu najbolje
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pratiti. Pri vrijednosti R = 0.04, filter postaje previse osjetljiv na mjerenja te reziduali sve vise
osciliraju s vremenom kao i na slici 4.10 jer je velika razlika izmedu stvarnih i procijenjenih
vrijednosti. Sve navedeno potvrduje se i iz prikaza predikcijskih pogresaka, vidljivi na slici 4.12.

Neka se u sljede¢im konfiguracijama prikazanih u tablici 4.4, zajedno s pripadajué¢im vrijednos-
tima RMSE, mijenja matrica kovarijance procesnog Suma Q tako da poprima vrijednosti manje
i ve¢e od pocetne vrijednosti 0.0001. Prema prethodnim se primjerima najbolji rezultat dobio
kada je matrica R iznosila 10, stoga ¢e se u ovim konfiguracijama sacuvati ta vrijednost.

Tablica 4.4: Iznosi RMSE pri razlicitim vrijednostima matrice Q

Iznosi RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava
Q=0.01 Q =0.001 Q = 0.00005 @ = 0.00001
x; = 41.9655 ;= 4.5187 xy = 0.4244 x; = 0.1964
29 = 65.6853 9 = 6.9729 29 = 0.9951 o = 0.4878
x3 = 24.0191 3 = 2.4869 3 = 0.1948 3 = 0.1054
y = 42.3690 y =7.1613 y = 3.3240 y=3.2268

Prikaz nacina rada filtra u okolini kada je ) = 0.01 vidljiv je na slici 4.13.
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Slika 4.13: Rad Kalman filtera
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kada je () = 0.01

U danoj okolini postoje velike vrijednosti RMSE s§to rezultira veé¢im oscilacijama filtriranih
vrijednosti, kao i u slucaju kada je matrica R bila postavljena na vrijednost 0.1. Povecanjem
matrice Q povecava se procjena Suma u modelu sustava, Sto znaci da ukoliko je model precizan,
ovakvo povecanje Suma rezultirat ¢e losijim filtriranjem jer filter vise nec¢e tocno pratiti model.
Buduéi da je vrijednost matrice R postavljena na konstantnu vrijednost kroz sve slucajeve,
senzorski je Sum ostao nepromijenjen. Time se uzrokuje neravnoteza izmedu procjene Suma u

modelu i senzorskome Sumu $to moze dovesti do stanja da filter puno vise vjeruje senzorskim
podacima nego modelu.

Ako se smanji vrijednost matrice Q na 0.001, tada konfiguraciju filtra opisuje slika 4.14.
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Q=0.001 R=10 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta
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Slika 4.14: Rad Kalman filtera kada je (Q = 0.001

Osim §to se smanjenjem vrijednosti matrice Q smanjila procjena Suma u modelu sustava, Kal-
man filter se bolje prilagodio promjenama u dinamici sustava. U slu¢aju preciznog modela
sustava, smanjenje je Suma u modelu omogucilo filtru da bolje reproducira dinamiku stvarnog
sustava. Navedeno se moze primijetiti i prema smanjenim vrijednostima RMSE te grafickom
prikazu na slici 4.14 gdje filtrirane vrijednosti bolje slijede stvarne vrijednosti nego sto je to bio
slucaj u prethodnoj konfiguraciji. Nastavi li se smanjivanje matrice Q, dobije se naredni prikaz
rada filtra.
Q=0.00005 R=10 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta
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Slika 4.15: Rad Kalman filtera kada je ¢Q = 0.00005
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Sada ve¢ vrlo niske vrijednosti RMSE u ovakvoj okolini ukazuju kako filter radi znacajno preciz-
nije. Zbog niske vrijednosti matrice Q filter smatra da su promjene u sustavu manje nasumicne
i vise se prilagodava modelu sto rezultira da su varijable stanja glade.
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Postavi li se matrica Q na najmanju vrijednost, tada su rezultati rada filtra sljedeci

Q=0.00001 R=10 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta
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Slika 4.16: Rad Kalman filtera kada je () = 0.00001

Za ovaj se slucaj dobije najprecizniji nac¢in rada Kalman filtra naspram svih ostalih konfigura-
cija, a to potvrduju i najnize vrijednosti RMSE. Stvarne i filtrirane vrijednosti se u potpunosti
prate te je ovakva okolina za rad Kalman filtra i dani sustav optimalna. Postavkom matrice
R na visoku vrijednost osiguralo se da su ulazna mjerenja kvalitetna i pouzdana te se filter
bolje prilagodava stvarnim podacima. Vrlo se niskom vrijednos¢u matrice Q izrazilo povjerenje
u model dinamike sustava, stoga je filter smatrao da su promjene u sustavu gotovo potpuno
deterministicke i manje nasumicne. Ovime se postavila optimalna ravnoteza izmedu povjerenja
u mjerenja i povjerenja u model sustava. Prikaz reziduala i predikcijskih pogresaka prilikom
promjena matrice Q odgovara prikazima na slici 4.17 1 4.18

Reziduali pri razlic¢itim vrijednostima matrice Q, Patricija Ronta
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Slika 4.17: Reziduali za razlicite vrijednosti matrice Q

29



Predikcijske pogreske pri razli¢itim vrijednostima matrice Q, Patricija Ronta
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Slika 4.18: Predikcijske pogreske za razlicite vrijednosti matrice Q

Moze se uociti da su reziduli za sve varijable stanja najmanji kada su vrijednosti matrice Q pos-
tavljeni na dvije najmanje vrijednosti. To odgovara prikazima na slici 4.15 1 4.16 na kojima se
stvarne i filtrirane vrijednosti gotovo u potpunosti slijede sto znaci da Kalman filter u ovakvim
okolinama ima najpreciznije procjene za razliku od druge dvije kombinacije. Najvedi je rezi-
dual u varijablima stanja i izlazu sustava kada je matrica Q postavljena na najvisu vrijednost
0.01. To ukazuje da u takvim uvjetima, filter ima loSije procjene te postoje veca odstupanja
izmedu filtriranih i stvarnih vrijednosti $to se moze vidjeti u njegovom prikazu rada na slici 4.13.

U sljedece dvije konfiguracije promatrat ¢e se kako se Kalman filter ponasa kada se izjednace

matrice Q i R i to na vrlo nisku vrijednost 0.0001 i na vrlo visoku vrijednost 10. RMSE svih
varijabli stanja i izlaza sustava u novoj okolini dani su idu¢om tablicom.

Tablica 4.5: Iznos RMSE pri jednakim vrijednostima matrica Q i R

Iznosi RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava

Q = R = 0.0001

Q=R=10

1 = 1285.3791

1 = 1297.5570

9 = 1331.6675

9 = 1403.5046

3 = 664.6554

x3 = 663.5719

y = 125.0283

y = 467.8707

Na temelju se prethodnih analiza moze pretpostaviti potencijalni problem u radu Kalman filtra
pri danoj okolini jer ¢e u ovim slucajevima filter dati jednaku vaznost mjerenjima i modelu
dinamike sustava.

U okolini gdje su matrice Q i R iznosa 0.0001, rad Kalman filtra prikazuje slika 4.19. U

ovakvoj okolini Kalman filter radi neprecizno na sto upucuju i vrlo visoke vrijednosti RMSE.
Prema slici 4.19 moze se uociti da odmakom vremena dolazi do oscilacija u filtriranim vrijed-

30



nostima, sto upucuje da filter puno teze postize stabilne procjene te da je otezana konvergencija
filtra prema stvarnim vrijednostima.

Q=0.0001 R=0.0001 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta
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Slika 4.19: Rad Kalman filtera kada je () = R = 0.0001

Ako se vrijednost matrica Q i R poveca na visoku vrijednost 10, Kalman filter radi kako je
prikazano slikom 4.20.

Q=10 R=10 x0=0 P0=0 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta
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Slika 4.20: Rad Kalman filtera kada je Q) = R = 10

Rezultati rada filtra u ovakvoj okolini nisu bolji, sto je i oc¢ekivano. Naime, izjednacavanjem
vrijednosti ovih dviju matrica ne uzimaju se u obzir stvarne karakteristike sustava sto uzrokuje
nedovoljnu adaptaciju filtra na stvarna mjerenja, odnosno filter vise ne razlikuje nesigurnost u
modelu i nesigurnost u mjerenjima. Osim toga, filter u ovakvoj okolini brzo reagira na svaku
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promjenu mjerenja, ukljucujudi i slu¢ajne Sumove, a to znaci da filter ne razlikuje stvarne pro-
mjene u sustavu od slucajnih fluktuacija u mjerenjima Sto rezultira oscilacijama u procjeni
stanja. Navedene e se analize potvrditi slikama 4.21 i 4.23.

Reziduali pri istim vrijednostima Q i R, Patricija Ronta
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Slika 4.21: Reziduali za iste vrijednosti matrica Q i R

Kako bi se potvrdile navedene tvrdnje, posebno ¢e se prikazati rezidual i predikcijska pogreska
pri = R = 0.0001 jer zbog velike skale na y-osi, pri ovim uvjetima ne vide se velike oscilacije
koje nastupaju na manjim vrijednostima.

Reziduali pri Q=R=0.0001, Patricija Ronta
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Slika 4.22: Reziduali pri () = R = 0.0001

Sada se moze potvrditi da je, izjednacavanjem vrijednosti matrica Q i R, Kalman filter pos-
tavljen u okruzenje koje nije pogodno za njegov ispravan rad. Zbog oscilacija u tim repre-
zentacijama, filter ne radi stabilno, jer izjednacavanjem ove dvije matrice daje visok prioritet
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dinamickom modelu i mjerenjima, sto naruSava ravnotezu izmedu izbora da se vise vjeruje

mjerenjima ili modelu. Takoder, navedeno se zakljucuje i iz prikaza 4.23 i 4.24.

Predikcijske pogreske pri istim vrijednostima Q i R, Patricija Ronta
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Slika 4.23: Predikcijske pogreske za iste vrijednosti matrica Q i R
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Predikcijske pogreske pri Q=R=0.0001, Patricija Ronta
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Slika 4.24: Predikcijske pogreske pri Q = R = 0.0001

U sljede¢im ¢e se primjerima, kroz tri slucaja, mijenjati poc¢etna procjena stanja xq i poc¢etna
nesigurnost Py, tako da ¢e se iznosi povecavati, smanjivati ili izjednaciti, a za matricu Q i R
uzet ¢e se vrijednosti koje su dale najprecizniju procjenu, odnosno ¢ = 0.00001 i R = 10. Pr-
vome slucaju odgovara prikaz rada filtra na slici 4.25. Velika zadebljanja filtriranih vrijednosti
kod varijabli stanja z1 i 9 ukazuju da Kalman filter ima poteskoca u pra¢enju promjena spo-
menutih varijabli te je vrijednost poc¢etne nesigurnosti Py za njih velika. Suprotno njima, a kao
sto je vidljivo na slici 4.25, Kalman filter dobro prati stvarno stanje varijable x5, Sto znaci da
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visoka vrijednost pocetne nesigurnosti Py na nju nema prevelik utjecaj. Smanjenje zadebljanja
tijekom vremena u varijabli stanja x3 i izlazu sustava y ukazuje na brzu konvergenciju filtra
prema stvarnim vrijednostima i poboljSanju procjene. Izracunate se vrijednosti RMSE za ovaj
slucaj, kao i za ostale slucajeve, mogu vijdeti u tablici 4.6.

Q=0.00001 R=10 x0=0.01 P0=5 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta
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Slika 4.25: Rad Kalman filtera kada je xg = 0.01 i Py =5

Tablica 4.6: Iznosi RMSE pri razlicitim vrijednostima Xq @ Py

Iznosi RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava
xo=0.01, Po =5 xo =5, Py =0.01 xg=Pg=1
x1 = 1.4706 1 = 2.5066 1 = 1.2895
x9 = 3.5243 9 = 5.3529 To = 1.1164
x3 = 7.4773 x3 = 2.1575 3 = 0.6364
y = 15.7249 y = 5.8661 y = 3.5211

U drugoj se konfiguraciji vrijednosti xy i Py zamjenjuju, sto se slikovito vidi na slici 4.26. U
ovoj okolini grafovi filtriranih vrijednosti nisu zadebljani te su vrijednosti RMSE manje u us-
poredbi s prethodnom konfiguracijom sto rezultira uspjesnijim i preciznijim procjenama. Filter
je stabilniji te tocnije prati promjene u stvarnim podacima.

Ako su pocetna procjena stanja Xy i poc¢etna nesigurnost Py postavljene na istu vrijednost,
to znaci da filter ima pocetnu procjenu stanja s relativno malom pocetnom nesigurnoséu. S
vremenom to dovodi do bolje konvergencije filtra prema stvarnoj vrijednosti, sto se takoder
odrazava u smanjenju vrijednosti RMSE. Prema slici 4.27, filtrirana vrijednost varijable x;
znatno je deblja, Sto ukazuje da filter jos uvijek ima poteskoca s pracenjem i filtriranjem ove
varijable. ITako inicijalizacija parametara xq i Py nije nuzno losa, Kalmanov filter je ipak pre-
cizniji i tocniji u okruzenju kada su pocetna procjena stanja i pocetna nesigurnost postavljeni
na vrijednost 0.
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Q=0.00001 R=10 x0=5 P0=0.01 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta
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Slika 4.26: Rad Kalman filtera kada je xg =5 1 Py = 0.01

Q=0.00001 R=10 x0=1 P0=1 Tstep=0.001 u=230sin(2pit), Patricija Ronta
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Slika 4.27: Rad Kalman filtera kada je xg = Pog =1

Promotre li se reziduali za sve varijable stanja i izlaz sustava, moze se primijetiti da u svakom
slucaju reziduali ili pogreske predvidanja nisu definitivno oko 0, ve¢ osciliraju oko nekih vrijed-
nosti. Nadalje, pokazalo se da u prvom slucaju Kalmanov filter sve teze nadzire varijable stanja
x1 1 x3 1 izlaz sustava y, sto se i uspostavlja na slici 4.25. Iz slike 4.28 zakljucuje se da ni u jed-
noj od ovih postavki filter ne moze dobro procijeniti stanje te zbog toga postoji razlika izmedu
filtriranih i stvarnih vrijednosti vidljivih na slikama 4.25 - 4.27. Ako se promotre predikcijske
pogreske na slici 4.29, one upucuju na iste tvrdnje koje su navedene promatrajuc¢i reziduale
za postavljene uvjete, odnosno one takoder potvrduju da ovakvo okruzenje nije pogodno za
optimalan rad filtra.
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Reziduali pri razli€itim vrijednostima x0 i PO, Patricija Ronta

izax1 i za x2
15 T T T T T T T T 30 T T T T T T T T
x0=0.01, P=5 x0=0.01, P0O=5
10 x0=5, P0=0.01 1 x0=5, P0=0.01
3 20k 3
X0=P0=1 "M x0=P0=1 /\
< 5 7 ”
x X g0l — N\
=} =} ~
s 0 < TS
3 & o \ —
5 T
1o T v
15 . A 20 . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme
Reziduali za x3 i za izlaz sustava
60 T T 40 T T
x0=0.01, P0=5 ] 2
x0=5, P0=0.01
x0=P0=1 , 0
N
2 §
© =
3 S -0
N o
3 N
x & -60
-80 x0=0.01, P0=5
100 x0=5, P0=0.01
) x0=P0=1
120 : . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme

Slika 4.28: Reziduali za razlicite varijednosti Xq i Py

Predikcijske pogreske pri razli€itim vrijednostima x0 i PO, Patricija Ronta
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Slika 4.29: Predikcijske pogreske za razlicite vrijednosti Xo 1@ Py

Pregledom svih konfiguracija, utvrduje se da je optimalna okolina, koja nudi najpreciznije pro-
cjene Kalman filtra, postignuta za Q = 0.00001, R =10, xo =01 Py = 0.

Ispitivanje Kalman filtra za u = 230t

U sljedecoj konfiguraciji, ulazni sinusoidalni signal v = 230sin(27t) zamijenjen je linearnim
signalom u = 230¢. Pocetni ¢e parametri biti postavljeni na vrijednosti sukladno devetoj kon-
figuraciji u tablici 4.1, budud¢i da je taj skup parametara uspostavio najpogodniju okolinu za
optimalan nacin rada Kalman filtra. Vremenski prikaz lineranog ulaznog signala, varijabli sta-
nja i izlaza sustava vidljiv je na slici 4.30.
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Prikaz ulaznog signala, stanja sustava i izlaznog signala u vremenu, Patricija Ronta
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Slika 4.30: Prikaz varijabli u(t),x(t),y(t)

Mijenjanjem ulaznog signala u linearni signal u = 230t ocekivalo bi se da stvarne i filtrirane
vrijednosti budu linearne jer je i sam sustav linearan, medutim slika 4.31 ne prikazuje u pot-
punosti linearne krivulje. Ulazni signal u = 230t povecava amplitudu signala kako vrijeme
prolazi, $to ne ¢ini sustav nelinearnim. Sve filtrirane vrijednosti varijabli stanja i izlaza sustava
u potpunosti prate stvarne vrijednosti sto ukazuje na to da je Kalman filter precizan u procjeni
stanja. Ako su pocetni uvjeti postavljeni na neprikladne vrijednosti ili ako su postavke para-
metara netocne, Kalman ¢e se filter prilagoditi kako bi kompenzirao takve pogreske, sto moze
rezultirati nelinearnim ponasanjem. Unato¢ tome Sto Kalman filter to¢no procjenjuje stanja,

ova okolina ipak nije optimalna za njegov rad jer rezultati nisu potpuno linearni kao sto se
ocekivalo.

Q=0.00001 R=10 x0=0 P0=0 t=0:0.001:50 u=230t, Patricija Ronta
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Slika 4.31: Rad Kalman filtera kada je u = 230t

Vrijednost izracunatih vrijednosti RMSE za dani sluc¢aj prikazani su tablicom 4.7.
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Tablica 4.7: Iznosi RMSE za linearan ulazni signal

u = 230t
z1 = 1.0859
2y = 2.0436
z3 = 0.6993
y = 3.5212

Prema vrijednostima RMSE moglo bi se zakljuciti da Kalman filter radi precizno, no iako
radi precizno u smislu da se filtrirane i stvarne vrijednosti gotovo u potpunosti prate, ne radi
optimalno jer ocekivani linearni nacin rada nije postignut prije stacionarnog stanja. Zbog toga
je potrebno promotriti reziduale i predikcijske poreske prikazane na sljedecoj slici.

Reziduali i predikcijske pogreske pri ulaznom signalu u=230t, Patricija Ronta
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Slika 4.32: Reziduali 1 predikcijske pogreske za u = 230t

Na temelju malih oscilacija reziduala i predikcijskih pogresaka moze se zakljuciti da filter vrsi
preciznu procjenu stanja i uspjesno minimizira Sum. Prisutna nelinearnost u krivuljama do
stacionarnog stanja upucuje na nedovljno dobru incijalizaciju pocetnih uvjeta. Za ovaj su
slucaj x¢ i Py postavljene na vrijednost 0, stoga one sugeriraju da se procjena pocela s nultim
pocetnim pretpostavkama o stanju i nesigurnosti filtriranja. Navedeno bi moglo zahtijevati dulje
vrijeme za stabilizaciju filtra i njegovu konvergenciju u stacionarno stanje, posebno zbog naglog
prijelaza iz sinusoidalnog ulaznog signala u linearni ulazni signal. Takoder, osim inicijalizacije
pocetnih uvjeta, vazno je razmotriti kako prirodne karakteristike komponenata u mrezi mogu
utjecati na nelinearnost sustava. Nelinearnosti komponenata mogu rezultirati tranzijentnim
efektima koji se manifestiraju kao oscilacije ili nelinearne promjene u izlaznom signalu tijekom
prijelaznih procesa. Ovi efekti mogu dodatno komplicirati postizanje stacionarnog stanja u
filtriranju.
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Ispitivanje Kalman filtra za ulazni step signal

U ovoj ¢e se konfiguraciji, kao i za linearan ulazni signal, zadrzati vrijednosti parametara @),
R, xo i Py. Ulazni ¢e signal biti postavljen na nacin da do cetvrte sekunde ima vrijednost 0, a
od cetvrte sekunde dostize skok na vrijednost 10. Vremenski prikaz opisanog ulaznog signala,

stanja sustava i izlaza dan je slikom 4.33

Prikaz ulaznog signala, stanja sustava i izlaznog signala u vremenu, Patricija Ronta
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Slika 4.33: Prikaz varijabli u(t),x(t),y(t)

Prilikom opisane promjene, Kalman filter radi kao sto je prikazano slikom 4.34.

Q=0.00001 R=10 x0=0 P0=0 t=0:0.001:40 u(t>=4)=10, inace u=0, Patricija Ronta
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Slika 4.34: Rad Kalman filtera kada je u(t > 4) = 10, inace u =0

Uocava se da prilikom skoka signala, signal nece doseéi eksplicitno postavljenu vrijednost 10.
Takoder, vrijednost koja bi se trebala zadrzati od c¢etvrte sekunde, u ovom se slucaju smanjuje
s vremenom. Bez obzira Sto su filtrirane vrijednosti bliske stvarnima, ako je ulazni signal step,
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ne ocekuju se valni oblici ¢ije se vrijednosti smanjuju s vremenom. Navedeno moze ukazivati
na pojavu kada izlazni signal Kalman filtra privremeno prekoraci (eng. overshoot) zeljene ili
ocekivane vrijednosti pri regiranju na promjene u ulaznom signalu. Mogucée je da se ovako
prekoracenje, prije nego sto se stabilizira, pojavljuje zbog brze reakcije Kalman filtra na ulazni
step signal. Da bi se izbjeglo ovako ponaSanje, potrebno je podesiti pocetne parametre dok se
ne dobije zejeni, odnosno ocekivan rad filtra, stoga postavljeni parametri u ovome slucaju nisu
pogodni. Izracunate se vrijednosti RMSE za ovu konfiguraciju nalaze u tablici 4.8

Tablica 4.8: Iznosi RMSE pri ulaznom step signalu

u(t > 4) = 10, inace 0
r1 = 0.2243

ro = 0.5499

r3 = 0.1343

y = 3.2147

Manje vrijednosti RMSE mogu upuéivati na precizan i stabilan rad Kalman filtra, medutim
pogledaju li se reziduali i predikcijske pogreske moze se uociti da one osciliraju oko malih vri-
jednosti, stoga Kalman filter izvrsava precizne procjene stanja, ali nezeljeno ponasanje filtra,
istaknuto na slici 4.34, ukazuje da ostali poc¢etni parametri nisu dovoljno dobro inicijalizirani
za obradu ovakve promjene u ulaznom signalu.

Reziduali i predikcijske pogreske pri ulaznom signalu u(t>=4)=10, inace u=0, Patricija Ronta
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Slika 4.35: Reziduali © predikcijske pogreske za ulazni step signal

Prema slici 4.34, sustav se stabilizira oko ¢etrdesete sekunde. Budud¢i da bi se pri ulaznom
step signalu, sustav trebao stabilizirati u ¢etvrtoj sekundi na vrijednosti 10, u ovom se slucaju
to dogodilo nesto kasnije jer je filtru trebalo neko vrijeme da se prilagodi promjeni ulaznog
signala i naglom skoku u vrijednosti. Ovakva se pojava ponaSanja moze javiti zbog nedovoljno
dobre inicijalizacije pocetnih uvjeta. Matrica je Q postavljena na nisku vrijednost s kojom se
pretpostavlja da je proces vrlo stabilan i da stvarni sustav ima male promjene u svojim va-
rijablama stanja, Sto moze rezultirati sporijom konvergencijom prema zeljenim vrijednostima.
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Medu ostalim, pocetna su se procjena stanja i pocetna nesigurnost postavile na vrijednost 0 te
s time filter pocinje s visokim stupnjem nesigurnosti i pretpostavkom da su varijable stanja 0,
sto takoder usporava konvergenciju. Uocljivo je i da se varijable stanja z5 i x5 te izlaz sustava
y stabiliziraju na vrijednosti 0, a ne na 10 kako je ocekivano. Ako su varijable stanja x5 i x3
te izlaz sustava y manje osjetljivi na promjene u ulaznom signalu ili mjerenjima u odnosu na
varijablu zy, filter ¢e trebati vise vremena da se prilagodi i stabilizira na Zeljene vrijednosti.

Prikazu li se histogrami za reziduale i predikcijske pogreske u varijablima stanja i izlazu sustava
u stacionarnome stanju, dobiju se sljedeci rezultati.

Reziduali za ulazni step signal, Patricija Ronta
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Slika 4.36: Reziduali u stacionarnome stanju za ulazni step signal

Predikcijske pogreske za ulazni step signal, Patricija Ronta
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Slika 4.37: Predikcijske pogreske u stacionarnome stanju za ulazni step signal

U stacionarnome stanju oc¢ekuje se da bi Kalman filter trebao pravilno procijeniti stanje sustava
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i minimizirati pogreske. U tom se stanju ocekuje da filter konvergira prema to¢nim procjenama
stanja te da precizno procjenjuje stanja. Prema prikazima 4.36 i 4.37 primjetno je da najvecu
ucestalost imaju reziduali i predikcijske pogreske koje su blizu vrijednosti 0, Sto potvrduje da
filter konvergira prema tocnim i preciznim procjenama stanja. Takoder, reziduali i predikcijske
pogreske odgovaraju normalnoj distribuciji iz cega se moze zakljuciti da filter uspjesno modelira
Sum u mjerenjima i da nema sistematskih pogresaka.

Na temelju navedenih zakljucaka, bitno je naglasiti da se Kalman filter prilagodio ovakvoj
okolini, ali da bi se ostvario njegov potpuno ocekivani nacin rada, potrebno je ostvariti bolju
medusobnu uskladenost pocetnih parametara koji znantno utjecu na njegov optimalan nacin
rada.
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5. PRIMJENA KALMAN FILTRA NA ISTOSMJERNI (DC) STROJ

U ovom ¢e poglavlju sredisnja tocka fokusa biti matematicki model istosmjernog (DC) stroja,
temeljito razraden kako bi se omogucilo razumijevanje njegove slozene dinamike i ponasanja.
Nakon izvoda njegova matematickog modela, tako opisani istosmjerni stroj implementirat ¢e
se u MATLAB kodu i MATLAB Simulinku te ¢ée se razraditi algoritam primjene Kalman filtra
kako bi vrsio procjenu njegova stanja. Dobiveni ¢e se rezultati prikazati i analizirati.

5.1. Princip rada istosmjernog stroja

Istosmjerni je stroj, poznat i kao istosmjerni motor ili generator, osnovna vrsta elektricnog
stroja koja koristi istosmjernu struju za transformiranje elektri¢ne energije u mehanicku (u
slu¢aju motora) ili mehanicke energiju u elektricnu (u slucaju generatora) [27]. Prema navede-
nome, svaki se elektricni motor koji operira na osnovi istosmjerne struje ili za svoj rad koristi
istosmjernu struju, svrstava u istosmjerni stroj.

Osnovni se princip istosmjernog stroja temelji na medudjelovanju elektri¢ne struje i magnetskog
polja, omogucujuéi pretvaranje energije izmedu elektricnog i mehanickog oblika. Ovaj princip
lezi u fundamentalnim zakonima elektromagnetizma i djeluje kroz nekoliko kljuénih komponenti
stroja.

Stroj ima dva osnovna dijela: stator i rotor. Stator je nepokretni dio koji sadrzi statorski
namotaj s fiksnim magnetskim polovima, dok je rotor pokretni dio s rotoskim namotajem i
rotiraju¢im magnetskim polovima.

Kljuéna interakcija koja pokreée stroj temelji se na Lorentzovoj sili [28]. Kada elektri¢na struja
protjece kroz namotaj smjeSten u magnetskom polju, stvara se sila poznata kao Lorentzova sila.
Ova sila djeluje okomito na smjer struje i magnetskog polja. Kroz ovu silu, struja u namotaju
dozivljava mehanicku silu koja pokusava rotirati namotaj.

Da bi se odrzao kontinuirani smjer rotacije ili generacije struje, koristi se komutator. Ko-
mutator je uredaj koji preokrece smjer struje u rotorskom namotaju dok se rotor okrece. Kada
se smjer struje promijeni, Lorentzova sila mijenja smjer i nastavlja poticati rotaciju namotaja.
Ovaj postupak omogucava odrzavanje konstantne rotacije ili generacije istosmjerne struje.

Broj magnetskih polova na statoru i rotoru utjecu na brzinu i moment stroja, Veéi broj po-
lova obic¢no rezultira sporijom rotacijom, ali ve¢im momentom, dok manji broj polova uzrokuje
rotaciju s manjim momentom [28], $to je vidljivo iz jednadzbe (5-56) i (5-58)

2N
= — 5-56
60 (5-56)
pz
kr = —— _
=5 (5-57)
T = kpdI (5-58)

gdje je w brzina vrtnje, p broj pari polova, N broj okretaja u minuti, kr koeficijent momenta,
z ukupan broj vodica, a broj paralelnih grana, 7" moment i ® magnetski tok pola.

Na temelju ovog nacela, osnovni princip istosmjernih strojeva proizlazi iz iskoristavanja Loren-
tzove sile koja se generira kada elektri¢na struja prolazi kroz magnetsko polje. Putem procesa
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komutacije osigurava se neprekidan smjer rotacije ili struje, sto omogucava konverziju energije
izmedu elektricnog i mehanickog oblika.

5.2. Matematicki model istosmjernog stroja

Za analizu ponasanja istosmjernog stroja u razli¢itim radnim uvjetima, koristimo matematicke
modele. Osnovni se model istosmjernog stroja sastoji od elektricnog dijela i mehanickog di-
jela [29]. Elektricni se dio modela usredotoc¢uje na elektricne komponente i procese u stroju
te ukljucuje komponente kao sto su otpornik R i induktivitet L, pri ¢emu otpornik predstav-
lja ukupni elektri¢ni otpor namota, vodica i drugih elektricnih komponenata unutar stroja, a
induktivitet predstavlja inherentnu induktivnost komponenata stroja, kao sto su namoti. Me-
hanicki se dio modela fokusira na mehanicke komponente i procese unutar istosmjernog stroja
koji se odnose na rotaciju. U tome se dijelu modela nalazi kutna pozicija rotora ©, brzina
rotacije w, inercijski moment J koji iskazuje koliko je rotor stroja otporan na promjene u br-
zini rotacije te mehanicki moment 7. Elektricni su i mehanicki dijelovi istosmjernog stroja
medusobno povezani jer brzina rotacije utjece na generiranje elektricnog napona, a elektric¢ni
napon i struja utjecu na generiranje momenta.

Da bi se izrazio matematicki model istosmjernog stroja, potrebno je za pocetak napraviti strujni
krug koji ga predstavlja.

R L
fa(t) — b
> 3
u(t) € ]

Slika 5.38: Jednostavni strugni krug istosmgjernog (DC) stroja

Za raspisavanje jednadzbi elektricnog dijela primijenit ¢emo Kirchoffov zakon napona, prateci
zadani referentni smjer petlje i referentne smjerove napona komponenata kao sto je prikazano
na slici 5.39.

Slika 5.39: Referentni smjerovi u elektricnome dijelu strujnoga kruga DC stroja

Sada se raspisuje elektri¢na jednadzba koja glasi

u—ur—up,—€e=0 (5-59)
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Zapise li se napon na otporniku pomoc¢u Ohmova zakona i napon induktiviteta preko njegove
konstitutivne relacije, jednadzba(5-59) poprima oblik

w— Ri, — L—2% —¢= (5-60)

Osim elektri¢ne jednadzbe, potrebno je pomo¢u mehanickoga dijela istosmjernog stroja raspisati
mehanicku jednadzbu [29].
dw
JE =Ty —Tier —bw (5-61)
U danoj jednadzbi ‘il—q“: predstavlja ubrzanje rotora, odnosno promjenu brzine rotacije rotirajuceg
dijela stroja s vremenom, dok izraz J ‘fi—’f predstavlja rezultantni moment koji djeluje na roti-
rajuc¢i dio stroja u odgovoru na promjene brzine rotacije, bw je trenje, T,; elektromagnetski

moment i T;., moment tereta, koji ¢e u ovom slucaju biti jednak nuli.

Izrazimo li elektromotrnu silu € i elektromagnetski moment T,; kao
€ =kw (5-62)
Tel = k:Tia (5_63)

pri ¢emu je k. konstanta koja predstavlja koliko elektromotorne sile generira motor pri odredenoj
brzini rotacije, a kr konstanta momenta koja kvantificira odnos izmedu elektri¢ne struje koja
tece kroz stroj i momenta koji stroj generira. U pojednostavljenim modelima istosmjernog
stroja, kao Sto je to u ovom slucaju, pretpostavlja se da su ove dvije konstante jednake, oznacene
kao k, ¢ime se simplificira matematicko opisivanje ponasanja stroja.

Primjenjujuéi navedeno, dolazi se do dviju dinamickih jednadzbi

L% + Ri, + kw = u (5-64)
d
Jd—lf = iy — bw (5-65)

Varijable su stanja istosmjernog stroja struja armature %, i brzina rotacije w, koje ¢e se izraziti
pomocu jednadzbi (5-64) i (5-65) na nacin

di, R k 1

— =y — W — — 5-66
a - LY (5-66)
dw k. b
E = jla — jw (5-67)
Nakon definiranja jednadzbi stanja, dani ¢e se sustav prikazati u prostoru stanja oblika
d
d—’t‘ — Ax + Bu (5-68)
y = Cx + Du (5-69)
Sto u slucaju ovog modela odgovara sljede¢em zapisu
a-ly i) []-[d
— = 1HE w (5-70)
dt % —% w 0
10 la
v=lo 3| |o]+o (571
pri cemu je vektor ‘(11—’; jednak
dx d |¢
— =" 5-72
de  dt L}} (5-72)
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Koristenjem matematickog modela istosmjernog stroja, njegov je blokovski prikaz sljedeci

Slika 5.40: Blokovski dijagram matematickog modela DC' stroja

5.3. Analiza procjene stanja istosmjernog stroja Kalman filtrom

Matematicki se model istosmjernog stroja, prikazan jednadzbama (5-70) i (5-71), implementira
u MATLAB skripti kao na prikazu 5

Primjer koda 5: Matematicki model DC' stroja

Jparametri

J=2; Ykgm~2

R=0.25; %ohm

L=0.005; %H

Ia=15; %A

Ce=2.0; %Vs
wo=(1000%pi)/30; Y%rad/s
b=0; %Nms

Jmatrice

A=[-R/L -Ce/L; Ce/J -b/J];
B=[1/L;0];

C=[1 0;0 11;

D=0;

Nakon postavljanja matematickod modela, potrebno je inicijalizirati pocetne uvjete. Za pocetak,
inicijalni su uvjeti postavljeni kako je prikazano kodom 6. Buduéi da su za model DC stroja
definirane dvije varijable stanja i dva izlaza sustava, matrice su Q i R dijagonalne matrice
veli¢ine 2 x 2, s dijagonalnim elementima () i R, redom.
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Primjer koda 6: Zadavanje pocetnih uvjeta

1 | Tstep=0.001;

2 |t0=0;

3 |tn=10;

4 |t=t0:Tstep:tn;

5 |q=0.0001;

6 |r=1;

7 |Q=eye(2)*q;

s |R_noise=eye(2)*r;
9 |x0=0;

10 |P0=0;

11 |rng(10,’twister’);

12 |w = sqrt(q) .*randn(length(t),1);

13 |V

sqrt (r) .*randn(length(t),1);

Ulazni je signal postavljen na nacin da je do cetvrte sekunde linearan, odnosno u = 230¢, a
od cetvrte sekunde zadrzava konstantnu vrijednost 230. Ovakav se ulazni signal postavio iz
razloga Sto takav skok vrijednosti u ulaznom signalu moze pomoci u idenifikaciji karakteristika
dinamickog sustava te koliko filter precizno procjenjuje stanje sustava u prisutnosti promjena
u ulaznom signalu. Na postavljeni matematicki model istosmjernog stroja, implementirat ¢e se
Kalman filter pomo¢u jednadzbi predikcija i korekcija. Nakon njegove implementacije, kljuéno
je ispitivati i mijenjati pocetne parametre kako bi se postavila okolina u kojoj filter radi op-
timalno. Te ¢e se promjene odvijati u cetiri konfiguracije na nacin da ¢e se prvo mijenjati
matrica kovarijance mjernog Suma R, zatim matrica kovarijance procesnog Suma Q. Takoder,
promatrat Ce se nacin rada filtera pri jednakim vrijednostima matrice Q i R te pri promjenama
pocetne procjene stanja Xy i pocetne nesigurnosti Py.

Matrica kovarijance mjernog Suma mijenjat ¢e se tako da ¢e pocetno biti postavljena na vri-
jednost 1, zatim na vrijednosti 5,10, 0.5 i 0.002. Ostali ¢e parametri biti postavljeni kao Sto je
dano kodom 6. Tokom svih promjena, racunat Ce se vrijednosti RMSE i prikazati reziduali i
predikcijske pogreske koje ¢e pruziti mogucénost dublje analize nacina rada filtra jer one pred-
stavljaju razliku izmedu stvarnih i procijenjenih vrijednosti u svakom trenutku.

Vrijednosti su RMSE prilikom promjena vrijednosti matrice R prikazni u narednoj tablici

Tablica 5.9: Iznosi RMSE pri razlicitim vrijednostima matrice R

Iznosi RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava
R=1 R=5 R=10 R=05 R =0.002
x1 = 0.9887 7 = 2.1897 1 = 3.0947 1 = 0.6934 1 = 0.0451
ry = 0.7439 x9 = 1.6438 To = 2.3140 x9 = 0.5193 z9 = 0.0361
y1 = 0.0692 y1 = 0.0950 y; = 0.1192 y; = 0.0186 y; = 0.0038
Yo = 1.2244 Y2 = 2.6877 Yo = 3.7877 Yo = 0.8733 y2 = 0.2170

Prva konfiguracije dat ¢e nacin rada Kalman filtra koji je prikazan na slici 5.41
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Q=0.0001 R=1 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1 Stanje x2
800 T T T T T T 120 T T T
— Stvarna vrijednost x1 | 100 [ 1
———Filtrirana vrijednost x1 | |
80 1
60 1
[\
%
40 1
20 1
ol —— Stvarna vrijednost x2 1
-~ — Filtrirana vrijednost x2
" 20 I : I . . . . . .
2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme

Izlaz sustava y1
T T

Izlaz sustava y2
T T T . . L

120 " L L

——Stvarna vrijednost y1 |
———Filtrirana vrijednost y1 | |

100 - 1

y2

—— Stvarna vrijednost y2
-~ Filtrirana vrijednost y2

. . . . .
2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme

Slika 5.41: Rad Kalman filtera kada je R =1

U ovome se slucaju, filtrirane i stvarne vrijednosti gotovo u potpunosti slijede na sto upucuju
i male vrijednosti RMSE. Zbog postavke matrice R na relativno visoku vrijednost u odnosu
na matricu Q, filter ¢e rezultirati Sumnijim izlazom u filtriranim vrijednostima tog izlaza jer
reagira jace na svako odstupanje izmedu mjerenja i procijenjenih stanja te ¢e vise vjerovati
mjerenjima, cak i ako su ta mjerenja Sumna ili nepouzdana. Ipak nesto manje Sumna filtrirana
vrijednost varijable stanja x5, koja predstavlja brzinu vrtnje, moze ukazivati na posljedicu sSuma
u varijabli stanja x;, odnosno u struji armature koji se prenosi na brzinu vrtnje zbog dinamike
sustava. Ako se matrica R poveéa na vrijednost 5, tada Kalman filter radi prema slici 5.42.

Q=0.0001 R=5 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1 Stanje x2
800 T T T T T T T T T 140 T T T T T T T T T
—— Stvarna vrijednost x1 || 120 - L i
-~ Filtrirana vrijednost x1 | | w00l 4 ' "
80 1
S 60 ]
40 4
20 - 1
—— Stvarna vrijednost x2
01|~~~ Filtrirana vrijednost x2 7
20 n n n n . . . . .
2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme

Izlaz sustava y1
T T

Izlaz sustava y2
T T T

——Stvarna vrijednost y1 ||
———Filtrirana vrijednost y1 | |

—— Stvarna vrijednost y2
—-——Filtrirana vrijednost y2

20‘

20 ! ! L L L L L
2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vrijeme Vrijeme

Slika 5.42: Rad Kalman filtera kada je R =5

Povec¢anjem se vrijednosti matrice R dao jos veéi naglasak na mjerenja te se time povecala osjet-
ljivost filtra na mjerenja. Filter se u ovome slucaju manje oslanja na model dinamike sustava,
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a vise vjeruje mjerenjima, $to rezultira Sumnijim filtriranim vrijednostima u svim varijablama
stanja i svim izlazima sustava.

Na temelju se prethodne dvije konfiguracije moze ocekivati da ¢e Kalman filter dodatnim
povecanjem matrice R na visoku vrijednost 10 raditi na nacin da ¢e joS viSe vjerovati mje-
renjima i da je jo$ osjetljiviji na Sum u njima, Sto rezultira Sirenjem Suma u svim filtriranim
vrijednostima. Navedeno se moze uociti na slici 5.43 koja odgovara opisanom nac¢inu rada filtra
pri najvisoj vrijednosti matrice R.

Q=0.0001 R=10 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1
800 T T T T T T T T T
—— Stvarna vrijednost x1 ||
———Filtrirana vrijednost x1 | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme

Izlaz sustava y1
T T

Stvarna vrijednost y1 | |
-~ Filtrirana vrijednost y1| |

Ako se matrica R

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme

X2

140

Stanje x2
T

120 -

100 -

80

60

40

—— Stvarna vrijednost x2
-~ Filtrirana vrijednost x2

1 2 3 4 5 6
Vrijeme

Izlaz sustava y2
T T T

—— Stvarna vrijednost y2
—-——Filtrirana vrijednost y2

1 2 3 4 5 6
Vrijeme

Slika 5.43: Rad Kalman filtera kada je R = 10

sada smanji na 0.5, tada Kalaman filter radi na sljedec¢i nacin

Q=0.0001 R=0.5 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

x1
IS
&
3

Stanje x1
800 T T T T T T T T T
—— Stvarna vrijednost x1 ||
———Filtrirana vrijednost x1 | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme

Izlaz sustava y1

y1

—Stvarna vrijednost y1 ||
———Filtrirana vrijednost y1| |

Vrijeme

x2

y2

120

Stanje x2
T

100 -

80

60

40

20

ot

-20

—— Stvarna vrijednost x2
-~ Filtrirana vrijednost x2

1 2 3 4 5 6
Vrijeme

Izlaz sustava y2

| |— Stvarna vrijednost y2

—-——Filtrirana vrijednost y2

0

1 2 3 4 5 6
Vrijeme

Slika 5.44: Rad Kalman filtera kada je R = 0.5

U ovom se slucaju, prilikom smanjenja vrijednosti matrice R, filter vise oslanja na model di-
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namike sustava te daje manji naglasak na mjerenja te su zbog toga filtrirane vrijednosti manje
sumne za razliku od prethodnih konfiguracija.

Postavljanjem vrijednosti matrice R na jo§ manju vrijednost, Kalman filter radi na nacin kako
je prikazano slikom 5.45.

Q=0.0001 R=0.002 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1 Stanje x2
800 T T T T T T T T T 120 T T T T T T T T T
Stvarna vrijednost x1 || 100 i
———Filtrirana vrijednost x1 | |
80 1
60 1
- o
% X
40 B
20 1
ol — Stvarna vrijednost x2 ]
—-——Filtrirana vrijednost x2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme

Izlaz sustava y1 Izlaz sustava y2
800 T T T T T T T T

120 T T T T

700 —— Stvarna vrijednost y1 ||

100 7
~ ——Filtrirana vrijednost y1 | |

80 [ 1

<. 400 §
40 1
300
200 | 20 -~ 7
ol —— Stvarna vrijednost y2 1
100 -~ - Filtrirana vrijednost y2
o n . . s . . 20 n n n n . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme

Slika 5.45: Rad Kalman filtera kada je R = 0.002

Kalman filter u ovakvoj okolini gotovo potpune vjeruje modelu dinamike sustava i manje reagira
na Sum u mjerenjima. Primjecuje se da se stvarne i filtrirane vrijednosti gotovo u potpunosti
prate Sto znaci da je filter precizno procijenio stanja sustava te su ovako postavljeni uvjeti
osigurali njegov optimalan nacin rada.

Reziduali pri razli¢itim vrijednostima matrice R, Patricija Ronta

Reziduali za x1 Reziduali za x2
T T T T T T

T T 20 T T

R=1

Rezidual x1
Rezidual x2

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme

Reziduali za y1 Reziduali za y2
T T T T T T

Rezidual y1
Rezidual y2

Vrijeme Vrijeme

Slika 5.46: Reziduali za razlicite vrijednosti matrice R

Ako se pogleda prikaz reziduala, moze se potvrditi da su reziduali i predikcijske pogreske naj-
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manje kada je R = 0.002, stoga na toj vrijednosti matrice, Kalman filter daje najpreciznije
procjene, sto je i vidljivo na slici 5.45. Na najvisoj je vrijednosti matrice R prisutan najveci
sum, tako da to moze ukazivati da je takva vrijednost matrice previse velika u odnosu na stvarni
Sum u podacima, $to na kraju rezultira Sumnijim filtriranim vrijednostima kao na slici 5.43.
Sve se navedeno takoder moze potvrditi iz prikaza predikcijskih pogresaka sa slike 5.47.

Predikcijska pogreska x1

Predikcijska pogreska za y1

-60
[

Predikcijske pogreske pri razli¢itim vrijednostima matrice R, Patricija Ronta

zax1
T

5
Vrijeme

Slika 5.47:

5
Vrijeme

Predikcijske pogreske za

P pogreske za x2
20 T T T T T T T

15

10

Predikcijska pogreska x2

Predikcijska pogreska za y2

Vrijeme

razlicite vrigednostt matrice R

U sljedecoj se konfiguraciji mijenja matrica kovarijance procesnog suma Q. Najprije ¢e se njena
vrijednost povisti na vrijednost 1 te je u takvim uvjetima rad Kalman filtra prikazan slikom

5.48

x1

800

600

600

Q=1 R=0.002 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1
T

——Stvarna vrijednost x1
———-Filtrirana vrijednost x1 |1

Izlaz sustava y1

Vrijeme

— Stvarna vrijednost y1
———Filtrirana vrijednost y1 |+

Vrijeme

Stanje x2
140 T T T T T

T T T T
120
100 -

80,

x2

60

—— Stvarna vrijednost x2
—-——Filtrirana vrijednost x2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme

Izlaz sustava y2

—— Stvarna vrijednost y2
[ |~ ——Filtrirana vrijednost y2

20 ‘ T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme

Slika 5.48: Rad Kalman filtera kada je Q) = 1

U ovome slucaju, krivulje vise nisu glatke, Sto sugerira da povecanjem matrice Q filter pos-
taje manje osjetljiv na Sum u mjerenjima te je ovakva promjena matrice omogudéila filtru da
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brze reagira na promjene u podacima. lako filter brzo konvergira prema stvarnim vrijednostima,
prikazane oscilacije mogu ukazivati na visu postavku matrice Q nego sto je to stvarno potrebno.

Ako se matrica Q smanji na vrijednost 0.1, tada se smanjila varijanca Suma u procjenama
stanja te filter viSe vjeruje tim procjenama. Zbog toga su krivulje u ovome slucaju glade sto se
moze primijetiti sa slike 5.49.

800

600

x1

800

600

Q=0.1 R=0.002 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1

—— Stvarna vrijednost x1
———-Filtrirana vrijednost x1 |1

Vrijeme

Izlaz sustava y1
T T

—— Stvarna vrijednost y1
-~ —Filtrirana vrijednost y1 |+

Vrijeme

140

Stanje x2

—— Stvarna vrijednost x2

[ |- - - Filtrirana vrijednost x2

0

1 2 3 4 5 6
Vrijeme

Izlaz sustava y2
T T T

—— Stvarna vrijednost y2
[ |~~~ Filtrirana vrijednost y2

0

1 2 3 4 5 6
Vrijeme

Slika 5.49: Rad Kalman filtera kada je Q) = 0.1

Bududi da krivulje nisu u potpunosti glatke, potrebno je nastaviti podesavati vrijednosti ma-
trice Q. U sljede¢em slucaju, vrijednost se matrice Q smanji na vrijednosti 0.0005 te se dobije
naredni prikaz nacina rada Kalman filtra.

x1

Q=0.0005 R=0.002 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1
—— Stvarna vrijednost x1 ||
———Filtrirana vrijednost x1 | |
3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme

Izlaz sustava y1

y1

—Stvarna vrijednost y1 ||
———Filtrirana vrijednost y1| |

Vrijeme

120

100 -

80

60

x2

40

20

ot

-20

)

-20

Stanje x2
T

—— Stvarna vrijednost x2
-~ Filtrirana vrijednost x2

0

1 2 3 4 5 6
Vrijeme

Izlaz sustava y2

[ | Stvarna vrijednost y2 ‘

—-——Filtrirana vrijednost y2

0

1 2 3 4 5 6
Vrijeme

Slika 5.50: Rad Kalman filtera kada je () = 0.0005

U ovakvim je uvjetima filter postao manje osjetljiv na promjene u procjenama stanja, sto je
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rezultiralo glatkim krivuljama te je pruzilo ve¢u stabilnost u njegovim rezultatima procesa fil-
triranja, potvrdeno gotovo potpunim prac¢enjem stvarnih i filtriranih vrijednosti.

Smanji li se dodatno vrijednost matrice Q, Kalman filter radi kao sto je prikazano slikom
5.51.

Q=0.00001 R=0.002 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1 Stanje x2
T T

800 : : : : i i i i
700 —Stvarna vrijednost x1 ||
———Filtrirana vrijednost x1 | |

120 T T T T

100 - 1

% 400 H

x2

[ |~ Stvarna vrijednost x2
—-——Filtrirana vrijednost x2

L L L - L v L L 20
2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vrijeme Vrijeme

Izlaz sustava y1
800 T T T T T T

700 ——Stvarna vrijednost y1 ||
~ ——Filtrirana vrijednost y1 | |

Izlaz sustava y2
120 T T T T T T
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Slika 5.51: Rad Kalman filtera kada je Q) = 0.00001

U ovakvim su uvjetima krivulje u cijelosti glatke te filter radi na najprecizniji na¢in u uspo-
redbi sa svim prethodnim konfiguracijama. Postavljanjem vrijednosti matrice Q na najmanju
vrijednost znaci da filter minimalno tolerira Sum u procjenama stanja te im minimalno vjeruje,
a manja vrijednost matrice R sugerira da filter vjeruje mjerenjima, ali ne previse. Postavljena
pocetna procjena i poc¢etna nesigurnost na vrijednost 0 omogucuje filtru da ne unosi dodatnu
nesigurnost u procjenama stanja. Ovakva je ravnoteza izmedu parametara osigurala okolinu za
optimalan nacin rada Kalman filtra. Navedeno se moze ocekivati i prema najmanjim vrijed-
nostima RMSE prikazanima u tablici 5.10, koja takoder prikazuje druge RMSE vrijednosti za
svaku varijaciju matrice Q.

Tablica 5.10: Iznosi RMSE pri razlicitim vrijednostima matrice Q

Iznosi RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava
Q=1 Q=01 @ = 0.0005 @ = 0.00001
1 = 1.0075 1 = 0.3196 zy = 0.04937 1 = 0.0439
9 = 1.0085 o = 0.3229 o = 0.0443 9 = 0.0331
y1 = 0.0019 y1 = 0.0022 y1 = 0.0036 y1 = 0.0039
Y2 = 0.0045 y2 = 0.0370 yo = 0.2182 Yo = 0.2147

Prema prikazu reziduala i predikcijskih pogresaka na slikama 5.52 1 5.53 moze se uociti da su
reziduali i predikcijske pogreske sumne, medutim Kalman filter pokusava smanjiti utjecaj tog
Suma, ali ne moze ga u potpunosti ukloniti. Prema prikazu na slici 5.51 zakljucuje se kako je
filter uspjesno i u cijelosti minimzirao utjecaj takvog Suma te dao najpreciznije procjene stanja.
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Reziduali pri razlic¢itim vrijednostima matrice Q, Patricija Ronta

Reziduali za x1 Reziduali za x2

Rezidual x1
Rezidual x2

Vrijeme Vrijeme

Reziduali za y1 Reziduali za y2

Rezidual y1

Vrijeme Vrijeme

Slika 5.52: Reziduali za razlicite vrijednosti matrice Q

Predikcijske pogreske pri razli¢itim vrijednostima matrice Q, Patricija Ronta

Ske za x1

Ske za x2

Predikcijska pogreska x1
Predikcijska pogreska x2

Predikcijska pogreska za y1
Predikcijska pogreska za y2

Vrijeme Vrijeme

Slika 5.53: Predikcijske pogreske za razlicite vrijednosti matrice Q

U sljedecoj ¢e se konfiguraciji matrice Q i R postaviti na istu, manju vrijednost te na istu,
vecu vrijednost. Ako se postave na vrijednost 0.05, tada Kalman filter radi po prikazu na
slici 5.54. Prilikom izjednacavanja vrijednosti matrice Q i R, filter jednako tretira Sum u
mjerenjima i Sum u dinamici sustava prilikom procjene stanja i azuriranja procjena. Buduéi da
su krivulje varijabli stanja i izlaza sustava oStrije, to upucuje na veé¢u osjetljivost filtra na sum
u mjerenjima.
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Q=0.05 R=0.05 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta
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Slika 5.54: Rad Kalman filtera kada je Q = R = 0.05

Postavljanjem vrijednosti matrica Q i R na vecu vrijednost, tada je prikaz nacina rada Kalman
filtera dan slikom 5.55

Q=5 R=5 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta
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Slika 5.55: Rad Kalman filtera kada je Q = R =5

U ovome slucaju krivulje vise nisu uopce glatke jer kada su matrice Q i R postavljene na
jednake visoke vrijednosti, filter ¢e jednako tretirati Sumove u procjeni stanja i Sumove u mje-
renjima, Sto rezultira da brze reagira na svaku promjenu i pokusa ih pratiti Sto je preciznije
moguce. Bududi da filter brze reagira na promjene u mjerenjima, rezultat su ostrije promjene
u procjenama stanja kako bi se Sto preciznije pratila mjerenja.

Pogledaju li se izracunate vrijednosti RMSE u tablici 5.11, uocava se da se pri vecoj vrijednosti
matrice Q i R, povecavaju vrijednosti RMSE, sto daje manju preciznost rada Kalman filtra.
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Tablica 5.11: Iznos RMSE pri jednakim vrijednostima matrica Q + R

Rezidual x1

Rezidual y1

Predikcijska pogreska x1

Predikcijska pogreska za y1

Iznosi RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava

Q=R=0.05

Q=R=5

z; = 0.3119

1 = 3.1193

9 = 0.3282

Ty = 3.2823

1 = 0.0030

y1 = 0.0164

ys = 0.4008

yo = 3.1153

Reziduali pri istim vrijednostima Q i R, Patricija Ronta

Reziduali za x1
T T T

I I I
0 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme
Reziduali za y1

T T T T T T T

4 5
Vrijeme

6

Reziduali za x2
T T T

Rezidual x2
o

15 I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Vrijeme
Reziduali za y2
15 T T T

Rezidual y2
©

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Vrijeme

Slika 5.56: Reziduali za iste vrijednosti matrica Q i R

Predikcijske pogreske pri istim vrijednostima Q i R, Patricija Ronta

Predikcijske pogreske za x1
T T T T T

2 3 4 5
Vrijeme

6

Predikcijske pogreske za y1

2 3 4 5
Vrijeme

6

15 Predikcijske pogreske za x2
T T T T T T T

Predikcijska pogreska x2

Vrijeme

Predikcijske pogreske za y2

Predikcijska pogreska za y2

Vrijeme

Slika 5.57: Predikcijske pogreske za iste vrijednosti matrica Q 1 R
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U rezidualima i predikcijskim pogreskama, prikazani na slikama 5.56 i 5.57, prisutan je Sum.
Buduéi da je nacin rada filtra prikazan oscilirajué¢im krivuljima, tada takvo ponasanje moze
biti uzrokovano filtrovim vrlo brzim prilagodavanjem promjenama u mjerenjima i stanju sus-
tava, a velikom osjetljivos¢u filtra na takve promjene rezultira ostrim oscilacijama. Sa slika
5.54 1 5.55 vazno je uociti da se filtrirane i stvarne vrijednosti prate, stoga Sum koji je vidljiv
na rezidualima i predikcijskim pogreskama minimiziran je od strane filtra. Ovakav nac¢in rada
pokazuje da filter ima precizne procjene, medutim narusenom ravnotezom medu parametrima,
nije se dobio o¢ekivani prikaz nacina rada.

U posljednjoj se konfiguraciji mijenjaju poCetna procjena stanja xq i poc¢etna nesigurnost Py.

[zracunate su vrijednosti RMSE za svaku njihovu promjenu prikazane u danoj tablici 5.12

Tablica 5.12: [znosi RMSE pri razlicitim vrijednostima xo @ Py

Iznosi RMSE za sve varijable stanja i za izlaz sustava
X9 =95,Py=0 Xg=1,Pg=5 Xg=F =6
x1 = 0.0568 x; = 0.0447 1 = 0.0553
9 = 0.1022 o = 0.0377 9 = 0.0702
y1 = 0.0287 y1 = 0.0038 11 = 0.0038
yo = 0.2302 yo = 0.2152 yo = 0.2152

Prilikom povec¢anja pocetne procjene stanja xy na vrijednost 5, moguce je ocekivati brze ko-
nvergiranje filtra stvarnom stanju sustava jer pocetna procjena sada moze biti bliza stvarnom
stanju sustava. Ako se pogleda nacin rada filtra prilikom ove promjene, moze se uociti da se
stvarne i filtrirane vrijednosti gotovo u potpunosti prate te da su krivulje varijabli stanja i izlaza
sustava glatke i prikazane s minimalnim utjecajem Suma.

Q=0.00001 R=0.002 x0=5 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta
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T T T

—— Stvarna vrijednost x1 ||
———Filtrirana vrijednost x1 | |

4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme

Izlaz sustava y1

. 400 H

—Stvarna vrijednost y1 ||
———Filtrirana vrijednost y1 | |

. . . . . .
4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme

x2

y2

120

100 [

80

60

40

20

ot

-20

120

100 (-

Stanje x2
T T T

—— Stvarna vrijednost x2
——— Filtrirana vrijednost x2

0

.
1 2 3 4 5 6
Vrijeme
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[ |~ Stvarna vrijednost y2
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0

. .
1 2 3 4 5 6
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Slika 5.58: Rad Kalman filtera za xg =5 1 Py =0

Ako se izvrsi sljedeCa promjena pocetne procjene i pocetne nesigurnosti, Kalman filter radi na
nacin koji odgovara prikazu na slici 5.59
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Q=0.00001 R=0.002 x0=1 P0=5 Tstep=0.001, Patricija Ronta
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Slika 5.59: Rad Kalman filtera za xg =1 1 Py =5

Povec¢anjem vrijednosti Py dodala se veca nesigurnost u procjenu stanja. Ta pocetna nesigurnost
omogucuje filtru da se prilagodi promjenama i mjerenjima u procesu Sto rezultira stabilnijim
i manje osciliraju¢im promjenama. Podudarnost filitriranih i stvarnih vrijednosti upucuje da
filter radi stabilno i da nudi precizne i to¢ne procjene stanja.

Na slici 5.60 prikazan je nacin rada Kalman filtra u okruzenju kada su vrijednosti pocetne
procjene stanja i poc¢etna nesigurnost izjednacene.
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Slika 5.60: Rad Kalman filtera za xg = Py = 6

Pocetna nesigurnost Py u procjeni djeluje kao faktor regularizacije filtra. Ako je pocetna nesi-
gurnost veca, filter ¢e biti manje osjetljiv na Sum i mjerenja te ¢e teziti prema svojoj pocetnoj
procjeni. U ovome slucaju, jednakost pocetne procjene i pocetne nesigurnosti znaci da filter
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moze biti manje osjetljiv na promjene u mjerenjima i stvarnome stanju. Nadalje, uspostavlja
se ravnoteza izmedu ta dva parametra, buduéi da filter zapocinje s vise neutralnom, a manje
konfuznom procjenom, $to na kraju dovodi do stabilnog nacina rada i precizne procjene, a
opisano se moze i utvrditi sa slike 5.60.

Reziduali i predikcijske pogreske, za prethodne tri konfiguracije, prikazani su na slikama 5.61 i
5.62,

Reziduali pri razli¢itim vrijednostima x0 i P0, Patricija Ronta
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Slika 5.61: Reziduali za razlicite vrijednosti Xq @ Py
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Slika 5.62: Predikcijske pogreske za razlicite vrijednosti Xq 1 Py

Prema ovim prikazima, moze se uociti da reziduali i predkcijske pogrseke drze vrijednosti vrlo
blizu nuli. Prema tome, moze se zakljuciti da Kalman filter daje precizne procjene i da radi
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tocno i stabilno. Najveci je Sum u rezidualima i predikcijskim pogreskama kada su pocetna
nesigunost i pocetna procjena stanja postavljene na najvise, jednake vrijednosti. Medutim, taj
je sum filter uspjesno minimizirao sto potvrduje slika 5.60.

Ako se promotre reziduali i predikcijske pogreske za stacionarno stanje, tada se iz histogram-
skog prikaza 5.63 i 5.64 moze ocitati da je najveéi broj uzoraka reziduala i predikcijskih po-
gresaka na vrijednosti nuli, $to dodatno potvrduje ispravan i stabilan nacin rada Kalman filtra.
Rasprsenost reziduala i predikcijskih pogresaka po normalnoj distribuciji potkrijepljuje uspjesno
modeliran Sum u sustavu.

Reziduali za ulazni step signal, Patricija Ronta
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Slika 5.63: Reziduali u stacionarnome stanju

Predikcijske pogreske pri ulaznom step signalu, Patricija Ronta
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Slika 5.64: Predikcijske pogreske u stacionarnome stanju
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5.4. Analiza simulacije Kalman filtra na istosmjerni stroj

Da bi se izvrsila simulacija procjene stanja istosmjernog stroja Kalman filtrom, implementirat
¢e se Kalman filter na model istosmjernog stroja u MATLAB Simulink okruzenju. Navedena
implementacija prikazana je slikom 5.65.

\—DU(KVU x_hat(k-1)

yik) P_hat(k-1) |———p—]

Kalman filter

A 4
]

7
yReal

sustav

yReal

Slika 5.65: Implementacija Kalman filtra na model DC' stroja

Kalman filter napravljen je kao skup podsustava od kojih se svaki podsustav temelji na po-
jedinacnoj jednadzbi predikcije ili jednadzbi korekcije. Cjelokupni je prikaz takve realizacije
Kalman filtra prikazan na slici 5.66.

x_hat(k-1)

O Lk
x_hat(k-1) =)
x_hat(k-1) »{K_gain

X P x x:hat(k)

D 5 -

k-1
) x_prediction yik) x_update

A4

| P(k) K_gain

K_gain

»{P_hat(k-1) P{k) > Pik)

P_prediciton

d

P_hat(k-1)

e :
P_hat(k-1) u

Slika 5.66: Integracija Kalman filtra

Za razliku od generiranja Suma u MATLAB skripti na nacin kao sto je prikazano kodom 6,
u Simulinku se Sum generira pomoc¢u bloka Band-Limited White Noise. Blok Band-Limited
White Noise specijalizirani je blok u Simulinku koji generira Sum odredenog spektralnog oblika
(band-limited). Spektralni je oblik u vezi sa spektralnom gusto¢om snage (eng. Power Spectral
Density - PSD) suma. PSD je mjera kako se energija suma distribuira u frekvencijskoj domeni,
odnosno PSD opisuje koliko se suma nalazi u odredenim frekvencijskim komponentama [30].
Stoga se sprektralni oblik Suma odnosi na raspodjelu energije Suma prema frekvencijama. Dru-
gim rije¢ima, to je graficki prikaz kako se PSD mijenja s frekvencijom.
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Osim $to omogucuje precizno definiranje spektralnog oblika Suma, blok Band-Limited White
Noise takoder pruza kontrolu nad ukupnom snagom Suma kroz parametar Noise Power. Ovaj
parametar odreduje ukupnu snagu Suma koji ¢e biti generiran u simulaciji. Time se utjece
na snagu Suma u svim frekvencijskim komponentama, stoga se odrazava i u PSD-u Suma.
Poveé¢anjem vrijednosti parametra Noise Power, povetava se ukupna snaga Suma i, posljedi¢no,
snaga Suma u svim frekvencijskim komponentama. Buduéi da u ovom sluc¢aju postoje dva ka-
nala, stanje sustava x i mjerenja sustava y, spomenuti ¢e se parametar postavljati na vrijednost
matrica Q i R kako bi se precizno kontrolirala snaga Suma za svaki kanal neovisno.

Parametar Seed igra ulogu u inicijalizaciji generatora pseudosluc¢ajnih brojeva (RNG) koji se
koristi za generiranje Suma, Sto znaci da su brojevi zapravo deterministicki generirani na teme-
lju pocetnog stanja poznatog kao Seed. lako se Seed ne koristi izravno za kontrolu spektralnih
karakteristika Suma, mijenjanjem vrijednosti Seed-a moze rezultirati razli¢itim uzorcima Suma
u simulaciji. To znaci da, iako ne kotrolira izravno PSD suma, Seed parametar moze utjecati na
frekvencijske komponente generiranog Suma i njihovu raspodjelu. Njegove razlicite vrijednosti
mogu rezultirati kreiranjem razli¢itih scenarija Suma u simulaciji.

U tablici 5.13 prikazane su sve konfiguracije za koje ¢e se analizirati simulacija primjene Kal-
man filtra na istosmjerni stroj, a graficki ¢e se prikazati odredene konfiguracije slucajeva.

Tablica 5.13: Inicijalizacija pocetnih parametara

Popis svih postavki za koje e se izvrsiti simulacija

konfiguracija

Q

R

Xo

0.0001

1

0.0001

5

0.0001

10

0.0001

0.5

0.0001

0.002

1

0.002

0.1

0.002

o |||k |lw|w|~

0.0005

0.002

0.00001

0.002

0.05

0.05

5

5

0.00001

0.002

0.00001

0.002

0.00001

0.002

Vazno je napomenuti da su parametri, koji su navedeni u skladu s tablicom 5.13, samo pocetne
postavke za Simulink model te on ima svoj sustav parametara koji se koristi tijekom simulacije.
U Simulink ¢e se modelu snimati signali xreal, yreal, xhatsim i yhatsim, sto redom predstav-
lja stvarno stanje sustava, stvarna mjerenja sustava, procijenjeno stanje sustava i procijenjena
mjerenja. Pored toga, prikazat ¢e se reziduali za odredeni skup promijenjenih parametara. U
prethodnom se potpoglavlju moglo uociti da su reziduali i predikcijske pogreske vrlo bliske, sto
ukazuje da Kalman filter radi pravilno i da nema znacajnih neslaganja izmedu procjene i stvar-
nih mjerenja. Sukladno tome, zbog vrlo bliske veze izmedu reziduala i predikcijskih pogresaka,
u ovome ¢e se potpoglavlju izostaviti prikaz predikcijskih pogresaka jer ¢e gotovo u potpunosti
odgovarati prikazima reziduala.

Prema 1. konfiguraciji, rad Kalman filtra je takav da je Sum prisutan u svim filtriranim varija-
blama stanja i izlazima sustava, medutim najmanji je kod varijable stanja x; i izlaza sustava ;.
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To znaci da je snaga Suma za varijablu z; i izlaz sustava y;, koja je kontrolirana parametrom
@ i R, postavljena prikladno. Snaga Suma za varijablu x5 takoder je kontrolirana parametrom
), medutim varijable stanja x1 i xo predstavljaju razlicite komponente sustava s razlicitim
dinamickim svojstvima, stoga to moze rezultirati razli¢itim razinama Suma. Analogno vrijedi i
za izlaze sustava y; 1 ys.

Ako se poveca vrijednost matrice R, tada takvo okruzenje rezultira veéim utjecajem mjer-
nog Suma na Kalmanov filter i ve¢im Sumom u izlaznim varijablama, nego S$to je to bio slucaj
u prethodnoj konfiguraciji. Zbog ve¢ spomenutog razloga o razli¢itim razinama Suma, u ovome
su slucaju filtrirane vrijednosti varijable stanje x5 i 1o podlozne jo§ ve¢em Sumu.

Dodatnim povec¢anjem vrijednosti matrice R, a prema prethodne dvije konfiguracije, moze
se ocekivati da ¢e Sum u svim varijblama, a posebno u varijbali stanja x5 i izlazu sustava s,
biti jos veéi. Navedeno se ocekivanje moze potvrditi slikom 5.67.

Q=0.0001 R=10 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1 Stanje x2

25 “ —— Stvama vrijednost x1 400
Filtrirana vrijednost x1

x1
S
x2

—— Stvarna vrijednost x2
Filtrirana vrijednost x2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme

Izlaz sustava y1 Izlaz sustava y2
30 500

—— Stvama vrijednost y1 400
Filtrirana vrijednost y1

300

—— Stvarna vrijednost y2
Filtrirana vrijednost y2

-5 -200

-10 -300
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vrijeme Vrijeme

Slika 5.67: Rad Kalman filtera za 3. konfiguraciju

U sljedece c¢e se dvije konfiguracije smanjiti vrijednost matrice R. Ako se matrica R smanji
na vrijednost 0.5, tada se smanjio i Sum u filtriranim vrijednostima varijabli stanja x i izlazu
sustava yo. Ovakvo ponasanje sugerira pogodniju postavku matrice R pa samim time i po-
godniju postavku parametra Noise Power. Smanji li se matrica R na jo§ manju vrijednost,
tada je rad filtra vidljiv na slici 5.68. Iz njenog prikaza zakljucuje se da je u ovoj konfiguraciji
Sum u svim filtriranim varijablama stanja i izlazima sustava najmanji, sto sugerira da Simulink
model dobro reflektira stvarno ponasanje sustava i da su parametri () i R, koji odreduju snagu
Suma i utjecaj mjerenja u Kalman filtru, dobro podeseni. Ovakvo ponasanje rezultira najpre-
ciznijim procjenama filtra u usporedbi s ostalim konfiguracijama. Prikazom reziduala na slici
5.69, zakljucuje se da promjene vrijednosti matrice R uglavnom utjecu na reziduale varijable
stanja xo 1 izlaza sustava ys, te ima mali utjecaj na varijablu stanja x; i izlaz sustava y;. To
znaci da takve promjene imaju veci utjecaj na mjerenu brzinu vrtnje 32, nego na mjerenu struju
armature 1, a posljedicno tome onda imaju veéi utjecaj i na dinamiku brzine vrtnje z5. Moze
se primijetiti da su reziduali za varijablu stanja x5 i izlaz sustava y, najmanje Sumni kada je
vrijednost matrice R najmanja, a najvise su Sumni kada je vrijednost te matrice postavljena
na najvisu vrijednost, sto odgovara slikama 5.68 i 5.67
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Q=0.0001 R=0.002 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1 Stanje x2
30 120
25 e S‘tva‘ma vnj?dnost x1 100
Filtrirana vrijednost x1
20 80
15 60
< o
x x
10 40
5 20
0 0 —— Stvarna vrijednost x2
Filtrirana vrijednost x2
5 -20
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme:
Izlaz sustava y1 Izlaz sustava y2
30 120
5, . e Sjrvama vnj?dnost y1 100
Filtrirana vrijednost y1
20 80
15 60
- o
s S
10 40
5 20
—— Stvarna vrijednost y2
0 0 . -
Filtrirana vrijednost y2
5 20
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vrijeme Vrijeme

Slika 5.68: Rad Kalman filtera za 5. konfiguraciju

Reziduali pri razli¢itim vrijednostima matrice R, Patricija Ronta

Reziduali za x1 Reziduali za x2

6 400
R=1 R=1
Ret 300 R=5

4 R=10 R=10
R=05 200 R=05

N R=0.002 100 R=0.002

R

-100

Vrijeme
o
Vrijeme

-200

-300

4 . . . . . . . . . _400 . . . . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Reziduali Reziduali
Reziduali za y1 Reziduali za y2

6 400
R=1 R=1
RS 300 R=5

4 R=10 R=10
R=05 200 R=05

) R=0.002 100 R=0.002

Vrijeme
)
Vrijeme

1]
8 o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Reziduali Reziduali

Slika 5.69: Prikaz reziduala za razlicite vrijednosti matrice R

U naredne cetiri konfiguracije, mijenja se vrijednost matrice Q. Najprije ¢e se matrica Q pos-
taviti na relativno visoku vrijednost, odnosno postavit ¢e se da je Q = 1. U takvom okruzenju,
Kalman filter nudi nacin rada prikazan na slici 5.70. Za razliku od svih prethodnih slucajeva,
sada su najvise Sumne filtrirane vrijednosti varijable stanja x i izlaza sustava y;. Pove¢anjem
matrice Q, koja kontrolira sum u dinamici varijabli stanja, vise utjece na dinamiku struje ar-
mature xy, nego na brzinu vrtnje zo. To znac¢i da ¢e promjene u varijabli stanja z; imati veéi
utjecaj na mjerenu struju armature y;, nego na mjerenu brzinu vrtnje ys.
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Q=1 R=0.002 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta

Stanje x1 Stanje x2
150 140

—— Stvama vrijednost x1 120
Filtrirana vrijednost x1

100

80

x2

60

x1

40

20
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-100 - — Stvamna vrijednost y2

Filtrirana vrijednost y2

-150 -20
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vrijeme Vrijeme

Slika 5.70: Rad Kalman filtera za 6. konfiguraciju

U sljedecoj se konfiguraciji vrijednost matrice Q smanjuje na vrijednost 0.1. U ovom ¢e slucaju
smanjenje vrijednosti matrice Q rezultirati smanjejnem Suma u filtriranim vrijednostima va-
rijabli stanja x;. Buduéi da varijabla z; utjeCe na izlaz y;, tada ¢e i Sum u izlazu sustava 1,
biti smanjen. Varijabla stanja x5 i izlaz sustava y, manje su osjetljiva na promjene u matrici
Q, stoga prilikom ove promjene, Sum u njihovim filtriranim vrijednostima ostaje isti kao i u
prethodnoj konfiguraciji.

Smanji li se dodatno vrijednost matrice Q, moze se oc¢ekivati da ¢e se dodatnim smanjenjem vri-
jednosti matrice Q smanjiti Sum u filtriranim vrijednostima varijable stanja x; i izlaza sustava
y1. Postavljanjem vrijednosti matrice Q na do sada najnizu vrijednost, rezultirat ¢e pojavom
minimalnog Suma u filtriranim vrijednostima varijabli stanja x; i y;. Takav nacin rada ukazuje
na poboljsanje procjene stanja Kalman filtra. Osim toga, smanjila se i snaga Suma u dinamici
varijable stanja x1, Sto se odrazava takoder i na snagu Suma u izlazu y;. Navedeno je rezultat
dodavanja manjeg Suma na spomenute varijable, Sto za posljedicu ima manju varijaciju u mjere-
njima i procjenama, a moze se potvrditi sa slike 5.71. Dodatno se tvrdnja potvrduje prikazom
reziduala na slici 5.72 gdje se moze uociti da su reziduali za spomenute varijable najmanje
Sumni za najmanju vrijednost matrice Q, a najvise Sumni za najvecu vrijednost matrice Q,
stoga filter vrsi najbolje procjene tih varijabli za ¢ = 0.00001. Takoder, Sum se u rezidualima
za varijable x5 1 9 ne mijenja znacajno, sto potvrduje tvrdnju da su te varijable manje osjetljive
na promjene vrijednosti matrice Q.
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Q=0.00001 R=0.002 x0=0 P0=0 Tstep=0.001, Patricija Ronta
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Slika 5.71: Rad Kalman filtera za 9. konfiguraciju

Reziduali pri razlicitim vrijednostima matrice Q, Patricija Ronta

Reziduali za x1

Reziduali za x2

Q=1

Q=01
Q=0.005
Q=0.00001

Vrijeme
Vrijeme

Reziduali Reziduali

Reziduali za y1

Reziduali za y2

Vrijeme
)
Vrijeme

(MR
1 LRI}

Reziduali Reziduali

Slika 5.72: Rad Kalman filtera za 9. konfiguraciju

Ako se vrijednost matrice Q i R izjednace na prvotno manju vrijednost, tada je u tom slucaju
postavljena ista razina snage Suma za dinamiku varijabli stanja i za mjerenja. Kalman filter
sada viSe vjeruje mjerenjima i manje uzima u obzir varijacije u dinamici sustava. Takoder,
za razliku od prethodne konfiguracije, snaga je Suma u ovom sluc¢aju povecana, a to rezultira
povecanjem Suma u filtriranim vrijednostima svih varijabli stanja i svih izlaza sustava.

Analogno prethodnom objasnjenju, ako se matrice Q i R postave na vrijednost 5, takvo ce
okruzenje prikazati izrazito Sumne rezultate i filter nece vjerno odrazavati stvarno ponasanje
sustava, Sto je vidljivo na slici 5.73. Ako se prikazu reziduali za oba slucaja, tada se zakljucuje
da je doprinos Suma za sve varijable stanja i izlaza sustava najveéi za () = R = 5, a najmanji
za () = R = 0.05, ¢ime se potkrepljuju prethodno opisane analize nacina rada Kalman filtra.
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Slika 5.73:
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Rad Kalman filtera za 11. konfiguraciju

Reziduali pri istim vrijednostima matrice Q i R, Patricija Ronta
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Slika 5.74: Reziduali za iste vrijednosti matrica Q i R

U zadnje se tri konfiguracije mijenja pocCetna procjena stanja x, i poc¢etna nesigurnost P.
Prema prikazima naé¢ina rada Kalman filtra kada su se mijenjali isti parametri (slike 5.58-
5.60), moze se uociti da je Kalman filter konfiguriran tako da je manje osjetljiv na promjene u
pocetnim uvjetima xq i Py. Sukladno tome, oc¢ekuje se da ¢e i Kalman filter u Simulink modelu
takoder biti manje osjetljiv na promjene navedenih parametara, a puno vise na promjene u
matricama Q i R. Pregledom se slike 5.75 potvrduju navedena ocekivanja, odnosno potvrduje
se da promjena pocetne procjene stanja Xg i pocetne nesigurnosti Py imaju manji utjecaj na
rad Kalman filtra u usporedbi s promjenama vrijednosti matrica Q i R.
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Slika 5.75: Reziduali za
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6. ZAKLJUCAK

Dinamicki su sustavi podlozni Sumovima i nesavrsenostima, $to otezava zeljenu procjenu njego-
vih stanja. Da bi se uspio filtrirati i minimizirati neizbjezan Sum, potrebno je primijeniti neke
od algoritama za procjenu stanja i pracenje sustava, a jedan je od njih i Kalman filter. Prije
same implementacije Kalman filtra, potrebno je razumjeti dinamiku sustava koji se prati i ra-
zviti matematicki model tog sustava. Model ¢e opisati kako se sustav ponasa tijekom vremena,
ukljuc¢ujuci kako se stanje sustava mijenja i kako ono utjece na mjerenja.

Izvedena su dva matematicka modela: jedan za elektricnu mrezu tre¢eg reda, a drugi za is-
tosmjerni (DC) stroj. Postavljanjem modela, odlucilo se koja se stanja sustava zele procijeniti
pomoc¢u Kalmanova filtra te se na tako definirane sustave implementirao Kalman filter pomoc¢u
svojih jednadzbi predikcija i korekcija. Upravo one omogucuju filtru da u stvarnom vremenu
azurira procjene stanja sustava na temelju modela dinamike sustava i novih mjerenja.

Da bi Kalman filter pruzio precizne procjene stanja, od velike je vaznosti pocetna inicijali-
zacija njegovih parametara. U taj skup parametara spadaju: matrica kovarijance procesnog
Ssuma @Q, matrica kovarijance mjernog Suma R, pocetna procjena stanja xrx, te pocetna nesi-
gurnost Py. Matrica Q opisuje koliko se ocekuje da ¢e stanje sustava varirati tijekom vremena,
dok matrica R predstavlja mjeru koliko su mjerenja podlozna Ssumu i nesavrSenostima. Pocetna
nesigurnost Py opsiuje kolika je nesigurnost u svakoj poc¢etnoj procjeni stanja xq. Svaki od ovih
parametara nosi odredenu vaznost i tezinu za optimalan rad Kalamn filtra.

Primjenom Kalman filtra na elektricnu mrezu i istosmjerni stroj, izvrsilo se testiranje nje-
gova nacina rada prilikom svakog promijenjenog pocetnog parametara. Prema rezultatima,
ustanovilo se da pocetni uvjeti utjecu na brzinu konvergencije filtra prema stvarnim vrijed-
nostima te na stabilnost u njegovom radu. Svaki je model specifican, stoga se za svaki po-
jedinacan model mora pronaci skup pocetnih parametara koji ¢e pruziti najbolju medusobnu
uravnotezenost te rezultirati optimalnom okolinom u kojoj ¢e Klaman filter imati najpreciznije
procjene. Rac¢unanjem RMSE, reziduala i predikcijskih pogresaka, odredivalo se koliko su pro-
cjene stanja bliske stvarnim vrijednostima i koliko dobro filter minimizira Sum u mjerenjima, sto
je pruzilo dodatnu pouzdanost i potvrdu o nac¢inu rada Kalman filtra za svako novo okruzenje.

Analizom i pregledom svih rezultata testiranja nac¢ina rada Kalman filtra, moze se doé¢i do
konstatacije da nema eksplicitne pravilnosti u inicijalizaciji skupa pocetnih parametara, nego
je potrebno sve parametre prilagoditi jedinstvenoj dinamici odredena modela. Da bi se parame-
tri uspjesno inicijalizirali na vrijednosti koje ¢e biti pogodne za precizne procjene te ispravan i
stabilan nacin rada, potrebno je detaljno obraditi dinamiku i model sustava te razumjeti funk-
ciju i svrhu svakog od pocetnih parametara. Kombinacijom ovih opisanih koraka i vjestina,
moze se uspostaviti takva okolina koja ¢e omoguciti filtru optimalan i stabilan nacin rada.
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SAZETAK

U ovom je radu pruzena detaljna teorijska analiza potrebna za razumijevanje nacina rada
Kalman filtra. Detaljno je objasnjen algoritam filtra potkrijepljen jednadzbama predikcije i
korekcije. Prije implementacije Kalman filtra, pomoc¢u Kirchoffovih zakona napona i struje te
diferencijalnih jednadzbi, izveo se matematicki model elektri¢ne mreze tre¢eg reda i istosmjer-
nog (DC) stroja u prostoru stanja. Na tako definirane modele, primijenio se Kalman filter
pomo¢u MATLAB koda i MATLAB Simulink okruzenja. Za svaki se model postavilo nekoliko
proizvoljno zadanih pocetnih parametara te se testirao i ispitivao nacina rada Kalman filtra u
svakom novom okruzenju. Osim prikaza i analize nacina rada filtra, racunale su se vrijednosti
RMSE, reziduali i predikcijske pogreske za svaku novu promjenu kako bi se pruzila dublja i
detaljnija analiza dinamike sustava i procjene stanja Kalman filtrom.

Kljuéne rijeci: DC stroj, Kalman filter, matematicki model, predikcijske pogreske, rezidual

ABSTRACT

Application of Kalman filter for state estimation of a DC machine

This paper provides a detailed theoretical analysis necessary for understanding the opera-
tion of the Kalman filter. The algorithm of the filter is thoroughly explained, supported by
prediction and correction equations. Before implementing the Kalman filter, a mathematical
model of a third-order electrical network and a Direct Current (DC) machine in state-space
was derived using Kirchhoff’s voltage and current laws and differential equations. The Kalman
filter was then applied to these defined models using MATLAB code and MATLAB Simulink
environment. For each model, several arbitrarily chosen initial parameters were set, and the
operation of the Kalman filter was tested and examined in each new environment. In addition
to demonstrating and analyzing the filter’s operation, RMSE values, residuals, and prediction
errors were calculated for each new change to provide a deeper and more detailed analysis of
system dynamics and state estimation by the Kalman filter.

Keywords: DC machine, Kalman filter, mathematical model, prediction error, residuals
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