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1. UvOD

Automatska regulacija (upravljanje) je po definiciji automatsko odrzavanje Zeljenog
stanja nekog procesa ili mijenjanje tog stanja po odredenom zakonu, bez obzira na djelovanje
vanjskih 1 unutarnjih poremecaja. To se postize pomocu povratne veze, koja omogucava
usporedbu izmjerene vrijednosti neke veli¢ine reguliranog procesa s njenom zeljenom vrijednosti
(referencom), te se na temelju razlike tih dviju veli¢ina odlucuje kako usmjeriti proces. Proces se

usmjerava upravljanjem tokom njegove energije ili tvari [1].

Optimalno upravljanje proces je odredivanja putanja upravljackih veli¢ina i veli¢ina stanja za
dinamicki sustav za odredeni period vremena kako bi se minimizirao kriterij kakvoce. Cilj
optimalnog upravljanja je da se odredi upravljacki signal u(t) kojim se trazi ekstrem
(minimum/maksimum) zadane funkcije, uz prisustvo ograni¢enja. S optimalnim upravljanjem

postizu se ,,najbolje* performanse za zadane kriterije kakvoce upravljanja [3].

Tema ovog rada je razradena kroz dva poglavlja u kojima ¢e biti govora o optimalnom
upravljanju, elementima racuna varijacije, Pontjanginovom principu, opéem problemu regulacije
te o integralnom Kkriteriju. U drugom poglavlju dan je kratki uvod u teoriju optimalnog
upravljanja i povijest optimalnog upravljanja, te objasnjenje kriterija optimizacije za odredenu
funkciju troska i same teorije rauna varijacije. U trecem poglavlju opisan je integralni kriterij te
je rijeSen primjer zadatka. Cetvrto poglavlje predstavlja zakljuéak u kojem se rezimiraju

postignuti rezultati i daje se osvrt na postavljeni zadatk zavr$nog rada.

1.1. Zadatak zavrSnog rada

Kao proSirenje gradiva kolegija Osnove automatskog upravljanja, potrebno je saciniti
uvod u optimalno upravljanje. Pri tome je potrebno dati osnovna nacela i matemati¢ku podlogu
za ovakav nacin projektiranja regulatora te to ilustrirati kroz nekoliko primjera. Primjere

realizirati simulacijom sustava upravljanja koriste¢i programski paket Matlab/Simulink.



2. TEORIJA OPTIMALNOG UPRAVLJANJA

Problemi optimalnog upravljanja mogu se podijeliti na staticke i dinamicke probleme
optimalnog upravljanja, koji se bitno razlikuju. Stati¢ko optimalno upravljanje primjenjuje se u
situacijama kad se mora drzati sustav upravljanja na optimalnoj radnoj tocki koju karakterizira ili
kriterij optimalnosti ili staticka karakteristika procesa koja nuzno mora imati ekstrem. Staticko
optimalno upravljanje se odnosi na sustave upravljanja kod kojih je normalan rezim rada
ustaljeno stanje, odnosno rad u radnoj tocki sustava. Dinamicko optimalno upravljanje

minimizira/maksimizira postavljeni kriterij tijekom prelaska iz jednog u drugo ravnotezno stanje

[4].

Optimalno upravljanje blisko je povezano s ratunom varijacija. Neki od vaznijih
pridonositelja rane teorije optimalnog upravljanja i ra¢una varijacija su Johann Bernoulli (1667.-
1748.), Isaac Newton (1642.-1727.), Leonhard Euler (1707.-1793.), Ludovico Lagrange (1736.-
1813.), Andrien Legendre (1752.-1833.), Carl Jacobi (1804.-1851.), William Hamilton (1805.-
1865.), Karl Weierstrass (1815.-1897.), Adolph Mayer (1839.-1907.) i Oskar Bolza (1857.-
1942.). Neke od vaznijih prekretnica u razvitku optimalnog upravljanja u 20. stolje¢u ukljucuju
formuliranje dinamickog programiranja Richarda Bellmana 1950-ih godina, razvijanje principa
minimuma Leva Pontryagina i njegovih suradnika 1950-ih godina te formulacija linearnog

kvadratnog regulatora i Kalmanovog filtera od strane Rudolfa Kalmana 1960-ih godina [5].

Optimalno upravljanje i1 njegove inacice koriste se u mnogim razli¢itim podrucjima koja
ukljucuju aeronautiku, upravljanje procesom, robotiku, bioinzenjering, ekonomiju i financije te
je i dalje predmet istrazivanja u teoriji upravljanja. Razvoj digitalnih ra¢unala omogucilo je

primjenu teorije optimalnog upravljanja i metoda za mnoge slozene probleme [5].

2.1. Kriterij optimizacije

Uzme li se u obzir (nelinearni) sustav ). opisan s:

x =f(tx,u), x(t,)=x, e R"™ , (2-

1)



Xy (1) u, (t)

gdje je x(t)=| : [|vektor stanja, u(t)=| : | vektor upravljanja i f vektor vrijednosti koji
X, (t) u, (t)

ima komponente:
f it (X (t), %, (t),....x, ), u, t),u,t),...,u, @), i=12,..,m. (2-2)

Pretpostavka je da su f. kontinuirane i da zadovoljavaju standardne uvijete, kao naprimjer da

funkcija ima kontinuirano parcijalnu prvu derivaciju (tako da postoji rjesenje i da je ono

jedinstveno za zadani pocetni uvjet). MoZe se reci da je funkcija f kontinuirano derivabilna.

2.1.1. Osnovni problem optimalnog upravljanja

Osnovni problem optimalnog upravljanja odnosi se na minimizaciju neke funkcije
J= ][u] , gdje je g kriterij kakvoce (ili funkcija troska). Kriterij kakvoce J omogucuje mjeru

sustava kojom se moze odrediti kakvoca izvedbe sustava.

2.1.2.  Problemi minimalnog vremena

U ovom slucaju vektor u() mora biti odabran tako da sustav prenese iz pocetnog stanja

Xo do zadanog stanja u najkratem moguc¢em vremenu. To je tada jednako minimiziranju kriterija

kakvoce:

4
]:=g—%=jm, (2-3)

to

gdje je t1 vrijeme u kojem sustav prvi puta dostize zeljenu veli¢inu.

2.1.3. Konacno upravljanje

U ovom slu¢aju konacno stanje X = X(t1) se dovodi $to je blize moguce Zeljenom stanju

X(t1). Prigodan kriterij kakvoce koji se mora minimizirati je:



g=e' (tl)Me(tl)' (2-4)

gdje je e(t):=x(t)—x(t) regulacijsko odstupanje, a M pozitivna definitna simetri¢na matrica (M"

=M>0).
Poseban slucaj je kada je M jedini¢na matrica te je onda:
_ 2
7=[x, - %) . (2-5)

Opc¢enito gledano, ako je M = diag (/11,12 ,/li) tada se unosi A; odabiru tako da mjere relativnu
vaznost devijacija (x;(t,)—%,(t,)). Ako neke od vrijednosti X,(t,) nisu definirane tada se

odgovaraju¢i elementi matrice M mijenjaju s 0 i onda ¢e matrica M biti pozitivna semidefinitna
(MT=M > 0).

2.1.4. Minimalni trud

Zeljeno konaéno stanje se sada treba dobiti uz minimalan uloZen troak upravljanja.

Prigodan kriterij kakvoce koji se minimizira je:

7= 'Y Alut (2-6)
ili

7= J.:luTRudt, (2-7)

gdje je R = [ rij] pozitivna definitna simetri¢na matrica (R" = R > 0), a i i rij tezinski faktori.

2.1.5. Problemi praéenja

Cilj je pratiti poblize, Sto je vise moguce, Zeljeno stanje kroz interval [to,t1]. Prigodan

kriterij kakvoce je:

= "eTQedt, (2-8)

gdje je Q pozitivna semidefinitna simetri¢na matrica (Q" = Q > 0).



Takvi sustavi nazivaju se servo sustavi. Poseban slucaj za koji je )‘((-)konstanta ili nula se naziva
regulatorom. Ako je u() bez granica tada problem minimizacije moze dovesti do toga da vektor

upravljanja ima beskona¢no mnogo komponenata. Za stvarne probleme ovo je neprihvatljivo,

stoga se, da bi se ogranicio ukupni trosak upravljanja, koristi sljedeci kriterij kakvoce:
7:=["(e"Qe +uRult. (2-9)

Izrazi (2-6), (2-7) i (2-8) se definiraju kao kvadratni kriteriji kakvoce (ili kvadratni troskovi).

2.1.6. Primjena kriterija kakvoce

Prije nego $§to se zapoc¢ne rjeSavati problem odredivanja optimalnog upravljanja treba

razmotriti vremensko-invarijantni sustav:
x=Ax, x(0)=x,, (2-10)
na temelju kojega se moze prikazati kako odrediti kvadratne troskove:
A .-=j:tfxTQxdt, r=0.1.2,.., (2-11)

gdje je Q pozitivna definitna simetri¢na matrica (Q" = Q > 0).

Ako (2-10) predstavlja regulator, a x(-) predstavlja odstupanje od Zeljenog konstantnog Stanja,
tada ¢e minimiziranje % s poStivanjem parametara sustava, natjerati sustav da se priblizi
Zeljenom stanju na optimalan na¢in. Poveéanje vrijednosti r u (2-11) odgovara kaznjavanju

velikih vrijednosti t u ovom procesu.
Kako bi se ocijenilo %o, koristi se tehnika Lyapunovog kriterija stabilnosti.
Uzevsi da je:

d

a( TPx): —x"Qx, (2-12)

gdje P i Q zadovoljavaju Lyapunovu matri¢nu jednadzbu:

AP +PA =-Q. (2-13)



Integriranjem obje strane od (2-13), s obzirom na t, za rezultat daje:

Jo = J': X"Qxdt = —(xT (t)Px(t)r =XoPX, - (2-14)

0
Uzevsi u obzir da je A matrica stabilnosti, bududi da je ovo slucaj da X(t) — 0 kada t —oo.

Matrica P je pozitivna definitna matrica te je J> 0 za svaki x, = 0.

Ponavljanje argumenata dovodi do sli¢nog izraza za %, r >1.

Na primjer:
%(thPx): X"Px —tx"Qx, (2-15)
integriranjem se dobije:
J, = [ o Qxdt = xPx,, (2-16)
gdje je:
AP, +PA=P. (2-17)

2.2. Elementi racuna varijacija

Racun varijacija je ime za teoriju optimizacije integrala. Samo ime datira iz sredine 18.

stoljeca i opisuje metodu iz koje je izvedena teorija [2].

Uzimajuci u obzir problem minimiziranja funkcionala:

I[u]= o(x(t,).t, )+ J: L(t,x,u)dt| (2-18)

s obzirom na:

x=F(t,x,u), x(t,)=x,cR". (2-19)

Pretpostavlja se sljedece:
e Nema ogranicenja upravljacke funkcije U, (‘),i =12,...,1

(tj. upravljagki vektor u jeR").

o J= ][u]je diferencijabilna (tj. ako su u i ou dvije upravljacke veli¢ine za koji je J
definirana, onda vrijedi: A := gu+du]- g[u]= glu,du]+ j(u,éu)-|au,
gdje 67 je linearna funkcija i 7 (u,6u)— 0 dok |suf|— 0.



Funkcija kostanja 7 zapravo je funkcija na funkciji prostora U (od svih dopustivih upravljanja) :
g:ueUm Julen.
0Jse naziva (prvom) varijacijom od g, §to odgovara varijaciji du U U,

Upravljanje u” je ekstrem i g ima (relativni) minimum, uz uvjet da postoji € > 0 takav da za sve

funkcije u zadovoljavaju Hu -u’ H <g,

glu]-3lu |z o0. (2-20)

Osnovni rezultat (dan bez dokaza) je sljedeéi:

Nuzan uvjet dabi U” bio ekstrem je:
S7lu”,8u]=0 za svaki su. (2-21)

Sada koristimo relaciju (2-18). Uvodi se kovektor funkcije od Lagrangeovog
multiplikatora p(t)=[p,(t)p,(t)... p, (t)]e R*™ takav da tvori prodireni funkcional s
uklju¢enim ogranicenjima:

g, = go(x(tl),tl)+rl(L(t,x,u)Jr p(F(t,x,u)—x)pt. (2-22)

t

Integriranjem po dijelovima zadnjeg izraza na desnoj strani jednadzbe daje:

Ja = ¢’(X(t1)’t1)+ J.:l(l—"' pF+ px)dt —PX

4
t

0

4 (2-23)
= plx(t,)t,)-px|; + [ H+px)dt,
t
gdje je (upravljanje) Hamiltonova funkcija definirana s:
H(t,p,x,u) = L(t,x,u)+pF(t,x,u). (2-24)

Pretpostavka je da je u diferencijabilna na [t0 ,tl] idasu t,i t vezane varijable.

Varijacija u . odgovara varijaciji du u u:



aya{(——pj } +_[(—5x+—5u+p5xjd ,

gdje je ox varijacija u x u diferencijalnoj jednadzbi:

x = F(t,x,u),
zbog Au.
Koristi se pretpostavka:
oH |o0H oOH oH
ox | ox, ox, | ox, |
1 sli¢no tome za %9 i ﬁ
X  ou

Zato §to je X(t, ) definiran, vrijedi da je N,

(2-25)

(2-26)

(2-27)

Iz izraza za J. prikladno je ukoniti izraz koji ukljucuje ox tako da se odabere prikladan p,

npr. uzevsi:

iz Cega slijedi da je:

of OH
&, =], (E&det .

Stoga da bi u” bio ekstrem sljedeci nuzan uvijet je:

Utvrdeno je sljedece:

Nuzan uvjeti da bi funkcija u” bila esktrem za:

Il o))+ [ Lk,

Za.

= F(t,x,u), x(t,)=x, .

oH . op
t)=—
. Fopl)=— .

(2-28)

(2-29)

(2-30)

(2-31)

(2-32)



su sljedeci:

Jednadzba (vektor) stanja:

X = F(t,x,u) ,

I jednadzba (vektor) ko-stanja ili adjungirana jednadzba:
__0H
ox

(2-33)

(2-34)

(2-35)

(2-36)

(2-37)

daju ukupno 2 linearne ili nelinearne diferencijalne jednadzbe s (mijeSanim) grani¢nim

uvjetima X(t,) i p(t,). U pravilu, analiticko rjesenje nije moguée, nego se moraju koristit

numeric¢ke metode.

Primjer 2.1.

Treba odabrati u(+) takav da se minimizira:

]:LT(x2+u2),
za zadane uvjete:
x=-ax+u, x(0)=x,eR,
gdjesua, T >0.

Zadano je:

H=L+pF =x*+u®+p(-ax+u).

Takoder:

. x

a * *
—=-2X +ap ,
OX P

(2-38)

(2-39)

(2-40)

(2-41)



oH

—| =2"+p =0, (2-42)
ou |,

gdje x i p~ obiljezavaju stanje i adjugirane varijable za optimalno rjesenje.
Rezultat zamjene je:

X =-ax’ —% p . (2-43)

Budu¢i da je ¢ =0, onda je grani¢ni uvjet samo:

p(T)=0. (2-44)

L * 1 *
M= a5 {X} , (2-45)
p -2 a p

mozZe se rijesiti koriste¢i metode iz raduna varijacija. Lako je dokazati da x"i p~ poprimaju oblik

Linearni sustav :

ce” +c,e™, gdjeje A=+/1+a”ikonstante c, i c, izratunavaju se koristenjem uvjeta za t =0

it=T.

Iz ovoga slijedi da je optimalno upravljanje:
* 1 *
u(t)=-=p"(t). (2-46)

Mora se napomenuti da su pronadeni nuzni uvjeti optimalnosti.
Ako funkcije L i F ne ovise eksplicitno o t, onda iz:

H(p,x,u)=L(x,u)+pF(x,u), (2-47)
slijedi:

., dH oL . oL, oF . oF _\ .
H=——=—U0+—X+p —U+—X|[+pF
dt  ou OX ou OX

(2-48)

10



Budu¢i da je optimalna trajektorija:

:_ﬁ i oH =0, (2-49)
oX  OU |,
slijedi daje H =0 kada je u=u", tako da:
H . =constant, t, <t<t . (2-50)

Do sada je pretpostavka bila da je t, vezana varijabla, a x(tl) slobodna varijabla. Ako to

nuzno nije slucaj, tada slijedi:

&8, = (8_¢ - pj&x +(H + a—(/’]& +| tl(a—H ALY T p5xjdt . (25))
OX ot u=u” Yo OX ou

Izraz izvan integrala mora biti nula (po prirodi izraza (2-21)), rezultirajuci time da je integral

jednak nuli. Nadalje, to se moze primijeniti u specijalnim slucajevima koji su navedeni u

nastavku. Pocetni uvjet X(to) = X, vrijedi u svim slu€ajevima.

2.2.1. Konacno vrijeme t1 je definirano

x(t, ) je slobodno

Zadano je 5t|_ =0, alije §x|__ proizvoljan, stoga uvjet:

p(t,) = Z—f , (2-52)

=t;

mora vrijediti. (s H _. =const. , t, <t <t kada je prikladno).

x(t, ) je specificiran

U ovom sluéajuje 5t =01i x| =0, stogaje:

op op ]
K& - pj&x + [ H+ Ej&}u—u* : (2-53)

t=t,

automatski jednako nula, te je uvjet sljedeci:
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X (t,)=x; . (2-54)

2.2.2. Konacno vrijeme t1 je slobodno

x(t, ) e slobodno

Funkcije 5t|t=t ) X|t:t su sada proizvoljne pa tako izraz:

9 _olox+[H+ 22| (2-55)
OX ot u=u"
t=t;
iS¢ezava, stoga uvjet:
op . op
t,)=—" i |H+—=— =0, 2-56
)= ( atjg* (2-56)

mora vrijediti. Naro¢ito ako ¢,L i F ne ovise eksplicitno o t onda:

H .=0, t,st<t,. (2-57)

x(t, )je definirano

U ovom slucaju je samo & t|t=t proizvoljno pa su stoga uvjeti:

X'(t,)=x, i (H+a—¢j

- =0. (2-58)

u=u"
t=t,

Primjer 2.2.

Cestica jedini¢ne mase kreée se duz x-0si uz utjecaj sile u(-). Potrebno je odrediti
upravljanje koje ¢e prebaciti Cesticu iz tocke mirovanja u pocetnom stanju u tocku mirovanja za

X =1 u jedinici vremena, stoga treba minimizirati uloZen trud koji se moZze mjeriti s:

7= J'Oluzdt. (2-59)

JednadZba kretanja je:
X=u, (2-60)

iuzevsi daje x, := X1 X, :=X dobiju se sljedece jednadzbe stanja:
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X =X, , X,=U. (2-61)

Budu¢i da je:
H=L+pF =p,x, +pu+u’, (2-62)
iZ:
ﬁ =0, (2-63)
ou u=u"

optimalno upravljanje zadano je sa:

2u"+p, =0, (2-64)
i adjungirane jednadzbe su:
p; =0, p,=-p;. (2-65)
Integracija za rezultat daje:
p, =ct+c, , (2-66)
prema tome:
X, = —%(clt +c,), (2-67)

Sto pri integriranju i koristenju danih uvjeta x, (0) =0=Xx, (1) daje:

X, = %cz(t2 —t) , ¢ =-2¢, . (2-68)
Konaéno, integriranjem jednadzbe X, = x, i koristeéi x,(0)=0, x,(1)=1 za rezultat daje:

* 1

X =Et2(3—2t), c, =-12. (2-69)

Stoga je u ovom slu¢aju optimalno upravljanje:

u"(t)=6(1-2t). (2-70)

2.3. Pontrjaginov princip

U stvarnim Zivotnim problemima upravljacke veli¢ine su uobifajeno podlozne
ogranicenjima njihovih veli¢ina, tipi¢no oblika:
ut)<K, i=12...1L (2-71)
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Ovime se nagovjeStava da je skup kona¢nih vrijednosti koje se mogu posti¢i ogranic¢en. Cilj je

izvesti nuzne uvjete za optimalnost koji odgovaraju relaciji (2-30) za neograniceni sluc¢aj [2].

Dopustivo upravljanje je ono koje zadovoljava uvjete i uzimamo u obzir varijacije kao §to su:
e Ux + du je dopustiva

e ||6ul| je dovoljno mala vrijednost tako da se predznak:

Ag=glu +&u|-glur], (2-72)
gdje je:
glul=plx(t )+ [ Lt x @73)
odreden s 97 u
Ilu+su]- glu]= &g[u,u]+ j(u,ou)-Jaul| . (2-74)

Zbog ogranitenja na dU, relacija (2-287) vise ne vrijedi, nego je umjesto toga nuzan uvjet da u”
minimizira J:

sJ|u,aul>o. (2-75)

Daljnji postupak isti je kao i u prijasnjim podnaslovima; uvodi se Lagrangeov multiplikatori

p= [p1 p, ... pm] da bi se definirao 7 i odabiru se tako da zadovoljavaju:
. oH . op
p=—=, )= (2-76)
Jedina je razlika da izraz za 99, postaje:
57,[u,éu]= f(H(t,p,x,u +6u)—H(t,p,x,u))dt . (2-77)
Stoga slijedi da je nuzan uvjet da bi u =u" bilo minimizirajuée upravljanje sljedeéi:
89,[u,8u]>0, (2-78)
za sve dopustive du. Ovo zauzvrat nagovjeStava da je:
H(t,p*,x*,u*+cij)2 H(t,p*,x*,u*) (2-79)

za sve dopustive du 1 za sve t u[to,tl]. Ovo pokazuje da u” minimizira H, stoga je utvrden

Pontrjaginov princip minimuma.
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Teorem 2.1.

Nuzni uvjeti da bi u™ minimizirao:

Iful=plx(t,)t,)+ " Lt xu)dt | (2-80)
su sljedeci:
oH
y=——— 2-81
p=—"0 (2-81)
o
t)=—" 2-82
Pt)= (2-82)

H(t, p X U +5u)2 H(t, p X ,u*) za sve dopustive du, t, <t<t.

S malo drugacije definiranom funkcijom H, princip postaje maksimiziranje g te se on tada

naziva Pontrjaginov princip maksimuma.

Primjer 2.3.

Zadan je problem ,,mekog spustanja“ rakete gdje je indeks izvedbe:

7= (ul+k)t, (2-83)
koji se mora minimizirati s obzirom na:
X=X, , X, =U. (2-84)
Hamiltonova funkcija je:
H =[u[+ K+ p,X, + p,u . (2-85)

Buduéi da je raspon dopustivog upravljanja—1< u(t)sl, slijedi da ¢e H biti minimizirana s:

~1ako jel< p;(t)
u"(th0ako je—1< p,(t)<1 . (2-86)
+1ako je p(t)< -1

Za takvo upravljanje koristi se graficki naziv bang-zero-bang buduci da se maksimalni potisak
primjenjuje pri kretanju naprijed ili nazad; ne koriste se meduvrijednosti razli¢ite od nule. Ako

ne postoji period u kojem je u* jednak nuli, upravljanje se naziva bang-bang. Na primjer, vozac
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utrka se pokusava pribliziti bang-bang operaciji, budué¢i da on pokusSava koristiti punu snagu

motora ili pokuSava maksimalno koc¢iti dok pokusava obici stazu u najbrzem vremenu.

U (2-86) promjene u vrijednostima s obzirom na vrijednost p, () se tada u ovom primjeru

definiraju kao funkcija promjene.

Adjungirane funkcije su:

*

pr =0, p,=-p; (2-87)

a integriranje tih funkcija za rezultat daje:

pi(t)=e, py(t)=—ct+c, , (2-88)

gdje su cz i c2 konstante.

Kako je p; linearna funkcija, slijedi da moze poprimiti jednu od vrijednosti +1 ili -1 najvise
jednom u intervalu [0,T], stoga se u”() moze promijeniti najvise dva puta. Medutim, da bi se

odredilo stvarno optimalno upravljanje moraju se uzeti fizicka razmatranja u obzir. Budu¢i da
vozilo za spustanje zapo€inje s brzinom prema dolje na visini od h, logi¢an slijed upravljanja bi
izgledao kao:

u” =0 popraéens U =1, (2-89)
Ili (kretanje prema gore se smatra pozitivnim):
uU=-1lteu =0iu" =+1. (2-90)

Razmotrit ée se prva moguénost i pretpostaviti da se u” mijenja od 0 do +1 u vremenu t1. Po
prirodi od (2-86) ovaj slijed upravljanja je mogué ako se P, smanjuje s vremenom. Lako je
dokazati da je rjeSenje od:
X =X, X =U, (2-91)

za pocetne uvjete:

x(0)=h, x,(0)=-v, (2-92)
jednako:

h—vtako je0<t<t,

X; 2-93
' h—vt+%(t—tl)2 ako jet, <t<T (2-93)
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. —v ako je 0<t<t,
X, ) (2-94)
—v+(t-t,) ako jet, <t <T.
Uvrstavanjem zahtjeva za ,,meko slijetanje®:
x(T)=0, x,(T)=0, (2-95)
u (2-93) i1 (2-94) za rezultat daje:
T=E+£v, tlzn—lv. (2-96)
v 2 v 2

Zbog toga $to konacno vrijeme nije zadano i zato $to oblik jednadzbe HH _ . vrijedi, osobito za

H -=0ut=0;t.:

k+p; (0)x(0)=0, (2-97)
ili:
\ k
p;(0)==". (2-98)
\'
Stoga se dobije:
pI(t)=%, t>0, (2-99)
i
. kt kt,
t)=———1+—1 2-100
pa(t)= -1+ (2-100)

koriste¢i pretpostavku da p, (tl)z —1. Pretpostavljeno optimalno upravljanje ¢e biti vazeée ako
t,>01i D, (0)<l (s prvim uvjetom kao nuznim zato $to je u” =0), i ovi uvjeti nagovjestavaju da

je:

(2-101)

Ako ove nejednakosti ne vrijede, tada drugi tip optimalne strategije postaje optimalan. Na
primjer, ako se k poveca tako da je druga nejednakost u (2-101) prekrSena, to znaci da je veci

znacaj stavljen na vrijeme slijetanja u indeksu izvedbe. Stoga je razumno za oc¢ekivati da bi se to

vrijeme smanjilo ako bi se prvo ubrzalo prema dolje s u” = -1 prije kretanjas u” =0.
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2.4. Opd¢i problem regulacije

Sada se moze raspraviti o opéem linearnom regulatorskom problemu uobic¢ajenom
obliku:
X=Ax+Bu, (2-102)

gdje je x() devijacija od zeljenog konstantnog stanja. Cilj je prebaciti sustav iz po¢etnog stanja u

ishodiSte u minimalnom vremenu, uz uvjet:

ut) <K, i=12,..l. (2-103)
Hamiltonova funkcija je:
H =1+ p(Ax + Bu)
—=1+pAx+[pb, pb, ... pblu (2-104)
|

i=1

gdje su b stupci od B.

Koriste¢i Pontrjaginov princip minimuma, daju nuzni uvjet optimalnosti:

u'(t)=—-Kson(s(t)), i=12,....1, (2-105)

gdje je:
s,(t):==p"(th, , (2-106)
funkcija promjene za i-tu varijablu.
Adjungirana jednadzba je:
p = —ﬁ(p*AX) , (2-107)
ili:
P =—p'A. (2-108)

Rjesenje ove obicne diferencijalne jednadzbe moze se zapisati u obliku:

p’(t)=p(0)lexp(-tA) . (2-109)
Stoga funkcija zamjene postaje:

si(t)=pO)exp(-tA); . (2-110)
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Ako je s;=0 u nekom intervalu, tada je u, (t) neodreden u tom intervalu. Istrazena je
mogucnost nestajanja izraza (2-106). Kao prvo, moze se zakljuditi da je b, =0. Sljedece, buduci
da je kona¢no vrijeme slobodno, uvjet H,_ . =0 vrijedi, Sto kao posljedicu daje (za sve
vrijednosti t):

1+ p (A +Bu")=0, (2-111)

jasno je da p” (t) ne mozZe biti nula za bilo koju vrijednost od t. Kona¢no, ako je umnozak p’b,
nula, tada s, =0 implicira da:

(t)Ab, =0, (2-112)
slicno i za vece vrijednosti derivacija od S;. To dovodi do:
p)[p, Ab A%, ... A" ] . (2-113)

U sustavu (2-102) za i-ti ulaz koji se ponaSa samostalno (tj.u; =0, j=1i) matrica u (2-113) nije
jedini¢na i jednadba ima samo trivijalno rjesenje p° =0. Ta je moguénost veé izbadena, stoga
s, ne moze biti jednako nula. Iz toga slijedi da uvjeti upravljanja vrijede i da ne postoji interval u

kojem u; nije definiran. Optimalno upravljanje za i-tu varijabli tada ima bang-bang oblik.

2.4.1. Linearni regulatori s kvadratnim koStanjem

Opce rjesenje optimalnog problema je moguce za sve linearne regulatore s kvadratnim

kriterijem kakvoce. Uzima se u obzir vremenski varijantni sustav:
x=At)x+B(t), (2-114)
s mjerilom (dobivenim spajanjem (2-3) i (2-9) zajedno) :

7= %XT(tl)Mx(tl)+% [l (Qltx+u"R@u)t | (2-115)

gdje je R(t)pozitivna definitna matrica, a M i Q(t) pozitivne semidefinitne simetri¢ne matrice za

t>0.
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Kvadratni izraz u (2-115) osigurava da je ukupni upravljacki trud ograni¢en, tako da se

upravljacke veli¢ine mogu pretpostaviti neograni¢enim.
Hamiltonova funkcija je:

H =%XTQX+%UTRU+D(AX+BU). (2-116)

A nuzni uvjet za optimalnost (2-30) daje:

i(i(u*)T Ru" + p*Bu*j ~(Ru") +p'B=0, (2-117)
ou\ 2
tako da:
v =-RB™(p"), (2-118)

gdje je R(t) ne jedini¢na matrica.
Adjungirana jednadzba je:

Lx \T * * \T

(b)) =—x -AT(p")". (2-119)

Uvrstavanjem (2-118) u (2-114) za rezultat daje:
X =AX —BR'B"(p"), (2-120)

i kombiniranjem jednadzbi s (2-114) kao umnozak daje sustav s dvije linearne obi¢ne

diferencijalne jednadzbe:

%{(;*)TH%Z) _B(tzR/:T((tt))B T(t)M ‘ } (2-121)

Zato Sto X(tl) nije odreden, grani¢ni uvjet je:

(p* )T (tl) =Mx’ (tl) . (2-122)

Zgodno je izraziti rjeSenje od (2-121) kao:

oy) ol Lo ol e129

gdje je @ matrica transponiranja za (2-121).

Stoga se moze zapisati:
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X = (I)lx*(tl)+<l>2(p*)T(tl)
:((I)l +(D2M)X*(t1) :

Takoder se dobije:

(o)

(@, +®,M)X (t,)
(@, +®,M) D, + ®,M) "X (t,)
P

(¢ (&)

(moze se dokazati da @, +®,M nije jedini¢na matrica za svaki t>0).

Sada slijedi da je optimalno upravljanje linearnog povratnog oblika:

u" =-Rt)BT(t)Pt)X (1) .

Da bi se odredila matrica P(t), deriviranjem (p* )T =Px" kao rezultat daje:

PX" +PX" —(p*)T =0,

a uvritavanjem umjesto X’ ,(p* )T (iz 2-121), daje:

(P+PA-PBR'BP+Q+ATP) (t)=0,

Buduc¢i da mora vrijediti 0<t <t,, slijedi da P(t) zadovoljava

IP=PBR'B'P-A'P-PA-Q|,

s grani¢nim uvjetom:

P(t,)=M.

Jednadzba (2-129) se Cesto naziva Riccatijeva diferencijalna jednadzba.

(2-124)

(2-125)

(2-126)

(2-127)

(2-128)

(2-129)

(2-130)

Buduc¢i da je matrica M simetric¢na, slijedi da je P(t) simetri¢na za svaki t, stoga (vektor) obi¢na

diferencijalna jednadzba (2-129) predstavlja m(mTle) skalar prvog reda obi¢ne diferencijalne

jednadzbe koji se moze broj¢ano integrirati [2].

Cak i kada su matrice A, B, Q i R vremenski invarijantne, rjesenje P(t) iz (2.1), a samim time i

matrica povratne veze u (2.128), ¢e u pravilu varirati u vremenu.

Medutim, interesantan je slucaj kada dodatno konac¢no vrijeme t1 tezi u beskonacnost.

Tada nema potrebe ukljuciti krajnji izraz za kriterij kakvoce jer je cilj napraviti X(t1) — 0 za t;
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—o0, zato se postavlja M = 0. Neka Q1 bude matrica istog ranga kao i Q te takva da vrijedi

Q =0Q,Q,. Moze se pokazati da rjeSenje P(t) od (2-129) postaje konstantna matrica P.

Definicija 2.1.

Ako linearni vremenski nepromjenjiv sustav upravljanja:
X = Ax+Bu(t), (2-131)

je potpuno upravljiv i par (A,Q,) je potpuno osmotriv, tada je upravljanje koje minimizira:

L“(XTQx+uTRu), (2-132)
zadano s:

u*(t)=-R'BTPx(t), (2-133)
gdje je jedinstvena definitna simetricna matrica koja zadovoljava takozvanu algebarsku

Riccatijevu jednadzbu:

IPBR'B'P—ATP-PA-Q=0). (2-134)

Jednadzba (2-134) predstavlja m(n;+l) kvadratnu algebarsku jednadZzbu za nepoznate elemente

(unose) od P, tako da rjeSenje nece biti jedinstveno. Medutim, moze se pokazati da ako postoji

pozitivno definitno rjesenje od (2-134), da tada postoji samo jedno takvo rjeSenje.

2.4.2. Interpretacija

Matrica Q1 moze se interpretirati definiranje izlaznog vektora y=Q,x i zamjenom

kvadratnog oblika koji sadrzi izraz iz (2-132) s

Y'YEXQIQux). (2-135)
Zatvoreni sustav koji se dobije uvrstavanjem (2-135) u (2-114) je jednak:

% = AX | (2-136)
gdjeje A:=A-BR'B'P_
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Lako je dokazati da:
A'P+PA=A"P+PA-2PBR'B'P=-PBR'B'P-Q, (2-137)

koriste¢i ¢injenicu da je to rjeSenje (2-134). Budu¢i da je R™ pozitivna semidefinitna matrica,
matrica s desne strane jednadzbe u (2-137) je negativna definitna matrica, osim ako Q nije

pozitivna definitna matrica.

Moze se pokazati da uredena trojka (A,B,Ql) nije niti potpuno upravljiva niti potpuno

osmotriva., ali je stabilna i moze se pronaci. Tada Riccatieva algebarska jednadzba (2-134) ima

jedinstveno rjesenje i zatvoreni sustav (2-136) je asimptotski stabilan.

Stoga rjeSenje Riccatieve algebarske jednadzbe dovodi do stabilizacije linearnog reguliranog
kruga s negativnom povratnom vezom(2-133), bez obzira na to da li je otvoreni regulacijski krug

stabilan.

Ako je X () rjeSenje zatvorenog sustava (2-136), tada jednadzba (2-137) podrazumijeva:

o o) e e 0l e
= Ru - (x ] Qx".

Budud¢i da je A matrica stabilnosti, moze se integrirati obje strane jednadzbe s obzirom na t (od 0

do o) da se dobije minimalna vrijednost od (2-132):
[ ((x S +(u ) R )1t =XPX, . (2-139)
Kada je B=0, izrazi (2-134) i (2-139) se svode na:

ATP+PA=-Q, (2-140)

g, = _[O “X"Qxdt = X! Px,. (2-141)
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3. INTEGRALNI KRITERIJ

U ovome poglavlju problem optimizacije razmatra se na primjeru jednostavnog
regulacijskog kruga, prikazanog na slici 3.1.

/L Z(t)
Xr(0) - 100 * Y(t
SN © Gr(t) > Gs(t) : ;u < >

+

Slika 3.1. Struktura regulacijskog kruga.

Vladanje zatvorenog regulacijskog kruga najcesc¢e se definira izravnim pokazateljima
kakvoce regulacije, koji su definirani na prijelaznoj funkciji zatvorenog regulacijskog kruga,

kako je to prikazano naslici 3.2. [1].

tangenta u
tocki infleksije

y(=h,ot ><5m
100% VA NN _125

90% N At T ]

50%

10%

o/
/0

Slika 3.2. Prijelazna funkcija zatvorenog regulacijskog kruga.

Iz slike 3.2. vidljivo je da povrSina izmedu prijelazne funkcije hy(t) i pravca iznosa 100%
predstavlja mjeru za odstupanje regulacijskog kruga od idealnog vladanja s obzirom na vodecu
vrijednost U ovom se slu¢aja radi o ukupnoj povrsini ispod regulacijskog odstupanja e(t)=x(t)-

y(t) kojim se moze opisati odstupanje od idealnog regulacijskog kruga. Prema tome, integral:

oC

7 = [ fle)t (3-1)

0
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predstavlja mjeru za kakvocéu upravljanja, gdje funkcija f, [e(t)] moze imati razli¢ite oblike, npr.
e(t), |e(tlt, ez(t) itd. U takvoj integralnoj mjeri kakvo¢e mogu se uzeti u obzir i vremenske
derivacije regulacijskog odstupanja kao i amplitude izvr$nih veli¢ina. Upravljanje je u smislu
odabranog integralnog kriterija utoliko bolje ukoliko je 7k manji. Prema tome, potrebno je

provesti minimizaciju J, pri ¢emu se to moze izvesti prikladnim izborom slobodnih (podesivih)

parametara sustava r, rz, ... (parametara regulatora). Time integralni kriterij poprima oblik:

ocC

I :I f [e®)dt = g,(r,.r,...)=min . (3-2)

0

Najvaznija svojstva mjera kakvoce 7k dana su u tablici 3.1.

Tablica 3.1. Tablica mjera kakvoce i njihov svojstava

MIJERE KAKVOCE SVOISTVA
s Linearna povrSina regulacijskog odstupanja: Prikladna je za
I = Ie(t)jt analizu jako priguSenih ili monotonih sustava upravljanja;
0 jednostavna matematic¢ka obrada.
o Linearna  povrSina  apsolutne  vrijednosti  regulacijskog
I, :j|e(t]dt odstupanja: Prikladna je za oscilatorne sustave upravljanja;
0 mukotrpna matematicka obrada.
ISE* - kriterij Kvadraticna povrSina regulacijskog odstupanja: Daje vece
o vrijeme ustaljivanja t: nego %. U mnogim sluc¢ajevima mogué
g, = Iez(t)dt analiti¢ki proracun.
0
ITAE* - kriterij Vremer}rﬁki oteZana l%nearn_a povr_éina apsolqtne Vrijedn_osti
” regulacijskog odstupanja: Djelovanje kao %, ali dodatno uzima
g, = J’ |e(t)t dt u obzir trajanje regulacijskog odstupanja.
0
o Vremenski otezana kvadraticna povrSina regulacijskog
Js = J'ez(t)t dt odstupanja: Djelovanje kao g3, ali dodatno uzima u obzir trajanje
0 regulacijskog odstupanja.
x Poop¢ena kvadraticna povrSina regulacijskog odstupanja:
Ts :I[ez(t)+ aez(t)}it Djelovanje povoljnije od #; izbor tezinskog koeficijenta «
0 opcenito je subjektivan.
Kvadraticna povrSina regulacijskog odstupanja i energetsko
[ forsiranje: Veéa vrijednost o, ima za posljedicu t. bitno krace;
]6=J[ez(t)+m2(t)}jt .0r51ranjf eca Vrlje'TlOS ot ma 'p j' : itno krace;
0 izbor tezinskog koeficijenta B opcenito je subjektivan.

ISE - Integral of Squared Error
ITAE - Integral of Time Multiplied by Absolute Value of Error

(Napomena: Ako u regulacijskom krugu postoji trajno regulacijsko odstupanje e_, tada se u
navedenim relacijama koristi e(t)—e, umjesto e(t), kako bi integrali konvergirali.)
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3.1 Izracunavanje kvadrati¢ne povrSine regulacijskog odstupanja (ISE
Kriterij)

ISE kriterij, kao kriterij kakvoce, pokazao se vrlo prikladnim u mnogim primjenama. Pri
izraCunavanju kvadraticne povrSine regulacijskog odstupanja: Iez(t)dt polazi se od
0

kompozicijskog teorema o konvoluciji u frekvencijskom podruéju (p kompleksna varijabla
integracije):
l ct+jw

L{f,(0)f, (t)}:]E fy(t)- f,(t)-edt = og jFl(p)' F,(s—p)dp (3-3)

c-jo

Ako se odabere da je s=c=0i fl(t)z fz(t):f(t)dobije se sljedeci izraz (Parsevalova
jednadzba):

[ £2(t)t = i JE()E(-s)s (3-4)

Pri tome se pretpostavlja I|f(t)|dt i ﬂf(t]zdt konvergiraju.
0 0

Za f (t) = e(t)dobije se kvadrati¢na povrsina regulacijskog odstupanja:

o , 1 +jz
g, = ! e?(t)dt zz—d_!ﬂE(s)E(—s)ds (3-5)

Neka je E(s) razlomljena racionalna funkcija:

£(s)= C(s) Cy+CS...+C, 8"

= = 3-6
D(s) d,+d,s+...+d s" (3-6)

¢iji polovi leze u lijevoj poluravnini s — ravnine.

Odredivanje integrala (3-5) obavlja se pomocu izraCunavanja reziduuma. Tablica 3.2. sadrzi

vrijednosti integrala do Cetvrtog reda (n = 4) prijenosne funkcije (3-6) (J3nzan=1,234).
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Tablica 3.2. Tablica vrijednosti integrala (3-5)

c¢/d, +c2d,

Ta2 =54 d.d,

_ C30,d, +(cf —2¢,C, Jd,d, +c2d,d,
Zdods(_dods +d1d2)

\73,3

g c2(-d2 +d,d,d, )+ (c2 — 2¢,c, od,d, +(c? — 2¢,¢, d,d,d, +c2(-d,d? +d,d.d,)
o 2d,d, (- d,dZ +d?d, +d,d,d,)

3.2 Odredivanje optimalnih parametara regulatora prema ISE Kkriteriju

Pretpostavimo da je potrebno odrediti optimalne parametre regulatora regulacijskog
kruga prikazanog na slici 3.1 u smislu kriterija kakvoé¢e minimalne kvadratiéne povrSine
regulacijskog odstupanja (skraceno: kvadrati¢ni kriterij kakvoc¢e). Uz zadanu vode¢u odnosno

poremecajnu veli¢inu kvadrati¢na povrSina regulacijskog odstupanja:
Ve :“e(t)_eoc]zdt:-73(r1’r2!---) (3-7)
0

postaje funkcijom parametara regulatora ri, r»,...., koje treba tako odrediti (optimirati) da &
poprimi minimalnu vrijednost, tj.:

7,(r,,r,,...)= min. (3-8)

Optimalne vrijednosti parametara riopt, 2opt, ....dobiju se na sljedeci nacin:

s _o, P ~0,... (3-9)
arl Faont-Faopts - | arz Moot Taoptr ,
Primjer 3.1
Proces opisan prijenosnom funkcijom:
1
G(s)= , 3-10
R o
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T

10

Regulira se regulatorom Pl — djelovanja:

Gg(s)= K{“%J (3-11)

Potrebno je odrediti Kropt 1 Tiopt da kvadrati¢na povrsina 73 pri skokovitoj promjeni smetnje na

ulazu objekta upravljanja (regulacijsku stazu) ima minimalnu vrijednost.

1. korak: Odredivanje ruba stabilnosti

Potrebno je najprije odrediti podruc¢je podesivih vrijednosti parametara (Kg, T1) uz koje je
zatvoreni regulacijski krug stabilan.

1z Gs(S) | Gr(S) dobije se karakteristi¢na jednadzba:

1+G,(s)=1+G,(s)G,(s)=0,

3-12
T,s* +37,5° +3T,8% + T, (1+ K, )s + K, =0. (12

Na temelju algebarskih kriterija stabilnosti (npr. Hurwitzovog kriterija) proizlaze grani¢ne

krivulje podrucja stabilnosti odredene izrazima:

(3-13)

T =
s (1+ Kr)(S_Kr)

Dijagram stabilnosti, prema izrazima (3-12, 3-13) prikazan je na slici 3.3.:

T &

Tr stab:f(KR)
stabilno

P nestabilno

1 2 3 4 5 6 7

Slika 3.3. Dijagram stabilnosti

2. korak: Odredivanje kvadraticne povrsine regulacijskog odstupanja
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Laplaceova transformacija regulacijskog odstupanja E(s), uz pretpostavku Xgr(s) = 0,

glasi:

(3-14)

Nakon uvrstenja prijenosnih funkcija Gs(S) i Gr(s) (pretpostavlja se smetnja oblika odsko¢ne

funkcije na ulazu u regulacijsku stazu) dobije se:

T
E(s)— | 3-15
) Kg + @+ Kg JT,s+3T,s? +37,8° +T,s* (3-15)

Iz tablice 3.2 i prethodnog izraza dobije se nakon elementarnog rac¢unanja:
TI (8 -K R )

2K{(1+ K, )X8-Kpg)- 9&}

9K,

Is = L+ K, X8- K,

(Za Ky =0:T, =

) ,J; ) (3-16)

3. korak: Odredivanje optimalne tocke (Kropt,T 10pt)

Buduéi da trazena optimalna tocka lezi unutar podrucja stabilnosti, nuzno vrijedi u tom
podrudju:
09, . 0F,

=0 i —2=0 (3-17)
oK, oT,

Iz svakog od ovih dvaju uvjeta proizlazi optimalna krivulja Ti(Kr) u (Kgr, Ti)- ravnini, ¢ije

sjeciSte, ako postoji 1 ako se nalazi unutar podrucja stabilnosti, predstavlja optimalnu tocku. Iz

VE

jednadzbe j

= 0dobije se optimalna krivulja.
R

_ 9K, (16-Kg) (3-19)
P (8- Ky N1+ 2K, )
a iz jednadzbe Z% = 0 dobije se optimalna krivulja:
|
18K, (3-19)

Tiopez = L+K,YB—Kg)'
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Tr v

Obje optimalne krivulje prolaze kroz ishodiste i imaju pol za K, =8 (kao i dijagram stabilnosti).

Izjednacenjem Tiopt1 = Tiopt2 dobije se trazena optimalna tocka s koordinatama:

Keoot =01 T

topt = - (3-20)

Ropt

Na slici 3.4. prikazane su obje optimalne krivulje i optimalna tocka te dijagram stabilnosti:

T: opt2 :f(KI{) /

I
|
|
|
|
i
|
|
$ Tr optl :f(KR) // :
stabilno ; |
Kr:5 :
Ti:56 |
(s R SN HEDNAN SIS N L S IR I N N = |
e |
! |
! |
: |
: ! > |
Vet
it e |
P | nestabilno |
[ T |
il S !
|
|
8

|
I
|
I
|
1 2 3 4 5 6 7

Slika 3.4. Dijagram stabilnosti, optimalna tocka i optimalne krivulje

Vidljivo je da se optimalna tocka nalazi u podruc¢ju parametara regulatora kojima se postize

stabilno vladanje sustava upravljanja.

4. korak: Crtanje dijagrama kakvoce upravijanja

Promjena parametara sustava upravljanja (npr. parametara procesa) ima za posljedicu
promjenu optimalne radne toCke. Stoga je Cesto korisno znati izgled 73= f(Kg,Ti) u okolisu
odabrane optimalne toc¢ke kako bi se mogao procijeniti utjecaj promjene parametara na vladanje
sustava upravljanja. U tu svrhu potrebno je odrediti Tin(Kr) - krivulje na kojima 73 ima
konstantne vrijednosti (izohipse). Jednadzba za odredivanje izohipsa dobije se iz izraza (3.16) i

glasi:

Tiis = Kr|:j3(Kr +l)i\/j32(K, +1) - 818{2 } (Ovdje je 7, parametar).  (3-21)

.
Uz zadanu vrijednost 7,1 za razli¢ite vrijednosti Kr dobije se, zbog dvoznacnosti korijena u

prethodnom izrazu Tini2, dvije, jedna ili nijedna vrijednost za T,. Izohipse, prema prethodnom

izrazu, predstavljaju zatvorene linije u podrucju parametara regulatora kojima se postize stabilno
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vladanje sustava upravljanja. Ako se ucrta nekoliko izohipsa u sliku 3.4. dobije se dijagram

kakvoce upravljanja kao na slici 3.5 [2].

T/t 1,=const

10{ (izohipse)

9

8

7

6

5L o[ ||
4

3

, P -
1

of 1 2 3 K

Slika 3.5. Dijagram kakvoce upravljanja

: L . ol
Izohipse posjeduju u presjecistu s Tiopt1(Kr) Vodoravnu tangentu (zbog 8K3

=0 ), a u presjecistu

r

I
s Topt21 (KRr) uspravnu tangentu (zbog SKB

=0). Podrucje na dijagramu kakvoce upravljanja u

r

kojemu su izohipse "gusc¢e koncentrirane" u praksi treba izbjegavati jer je sustav upravljanja u

kriterije, ilustrirana na navedenom primjeru, treba upotpuniti konstatacijom da optimalne

vrijednosti parametara regulatora ovise o vrsti i 0 mjestu djelovanja smetnje u sustavu.

Primjerice, dobivene vrijednosti parametara regulatora za analizirani primjer nece biti optimalne

za vladanje s obzirom na vodecu vrijednost ili smetnju koja djeluje na izlazu sustava [2].
Uvrstavanjem (3-21) u (3-11) dobije se prijenosna funkcija regulatora:

Gy =5(1+ i) . (3-22)
5s

Tada prijenosna funkcija otvorenog sustava glasi:

B 255 +5
©  Bg* +15s° +15s? + 55

Prijenosna funkcija zatvorenog sustava je:

(3-23)
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Gy, 258 +5
X G, +1 5s*+15s° +1552 +305+5

Na slici 3.6 prikazana je odziv na step funkciju zatvorenog sustava (3-24).

Step Response

(3-24)

Amplitude
®
T

o
)

0 10 20 30 40 50 60
Time (seconds)

Slika 3.6 Prijelazna funkcija zatvorenog sustava

Iz slike 3.6 moZe se vidjeti da je sustav stabilan i da ima oscilacije koje
stabiliziraju.

70 80

se nakon 80 sekundi
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4. ZAKLJUCAK

Optimalno upravljanje proces je odredivanja putanja upravljackih veli¢ina i varijabli
stanja za dinamicki sustav za odredeni period vremena kako bi se minimizirao kriterij kakvoce.
Postoje razliCite vrste problema optimalnog upravljanja; ovisno o kriteriju kakvoce, vrsti
vremenske domene (kontinuirana, diskretna), prisutnosti odredenih ogranicenja te o varijablama
koje se mogu Koristiti. Formulacija problema optimalnog upravljanje zahtijeva matematicki
model kojima treba upravljati, specifikaciju kriterija kakvoce te specifikaciju svih rubnih uvjeta i

stanja 1 ogranicenja koja moraju biti zadovoljena.

Postoje vise kriterija 1 metoda po kojima se mogu izra¢unati optimalni parametri, a u radu je dan
primjer u kojem se koristi kvadrati¢na povrsina regulacijskog odstupanja. Tom se metodom iz
grafickog prikaza jasno vidi podrucje u kojem se nalaze optimalni parametri regulatora za dani
problem. U ovom radu nije napravljena usporedba sustava kojem je regulator optimiziran po
jednom kriteriju kakvoce 1 sustava koji je optimiziran s nekom drugom metodom postavljanja
parametara regulatora (npr. tehni¢ki optimum, simetri¢ni optimum, itd.) da bi se vidjela razlika u

radu sustava.
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SAZETAK

Automatsko upravljanje je po definiciji automatsko odrzavanje Zeljenog stanja nekog
procesa ili mijenjanje tog stanja po odredenom zakonu. Optimalno upravljanje odnosi se na
dinamicke sustave 1 njihovu optimizaciju tijekom vremena. Optimalno upravljanje proces je
odredivanja putanja upravljackih veli¢ina i veliCina stanja za dinamicki sustav za odredeni period
vremena kako bi se minimizirao postavljeni kriterij kakvoce.

U ovom zavr$nom radu prikazana je teorijska podloga optimalnog upravljanja, tj. nacin
odabira optimalnih parametara regulatora u nekom procesu prema zadanim Kriterijima.
Objasnjeni su kriteriji optimizacije za odredenu funkciju troska uz odgovaraju¢a ogranicenja,
objasnjeni su elementi racuna varijacija kao i Pontrjaginov princip minimuma, odnosno
maksimuma. Na jednostavnom primjeru prikazan je izraCun parametara regulatora za zadani

sustav i zadani kriterij.

Klju¢ne rije¢i: optimalno upravljanje, kriterij kakvocée, funkcija troSka, racun varijacija,

Pontrjaginov princip
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INTRODUCTION TO OPTIMAL CONTROL

ABSTRACT

Automatic control is by definition maintaining desired state of a process or changing that
state by a specific law. Optimal control refers to the dynamic systems and their optimization over
time. Optimal control is process of determining the path of control values and the size of the state
for dynamic system for a certain period of time to minimize the performance index.

So in this final paper, theoretical background of optimal control was shown, ie, the
selection of the optimal parameters of regulator in some process in regards to the set criteria. It
explains the criteria of optimization for a specific cost function with appropriate restrictions, the
elements of the calculus of variations and Pontryagin's minimum/maximum principle were also
explained. A simple example shows the calculation of controller parameters for the given system

and given criteria.

Key words: optimal control, performance index, cost function, calculus of variations, Pontryagin
principle
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