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1. UVOD

U svakodnevnom zivotu koristimo nekakav oblik pronalaska najkraéeg puta. Koristimo ga
najces¢e u prometu kada zelimo doci na Zeljeno odrediSte u najkracem vremenu ili izbje¢i neku
nezeljenu rutu kako bi lakSe stigli na cilj. U teoriji grafova, problem najkraceg puta bavi se
pronalazenjem najkrace udaljenosti izmedu dva ¢vorista u grafu takvog da je suma tezina svih

sastavnih dijelova minimalna i to nam omogucuje efikasno kretanje kroz graf.

U ovom zavr$snom radu rjeSavamo problem pronalaska najkra¢eg puta u grafovima pomocu
razlic¢itih algoritama koji pristupaju grafovima na razlicite nacine. Zadatak ovog zavr$nog rada je
implementirati u programskom jeziku C++ razne poznate algoritme za pronalazak najkraéeg puta
u grafovima, pronaci najkrac¢i put izmedu dva ¢vora ili pronaci najkrace puteve izmedu svih parova
¢vorova ovisno o algoritmu kojeg implementiramo u tezinskim grafovima, grafovima bez tezina,
usmjerenih grafova i neusmjerenih grafova i potom im mjeriti vremena izvodenja, tj. koliko
vremena im je bilo potrebno za pronalazak najkraceg puta i usporediti te implementirane
algoritme. Vazna stvar kod rjeSavanja ovog problema je efikasnost algoritma, njihova brzina,
raspoznavanje primjene odredenog algoritma i kolika mu je vremenska i prostorna kompleksnost

kako bismo ga mogli uspjeSno implementirati u prikladne sustave.

Prvo poglavlje sazeto opisuje zadatak i1 tematiku zavrSnog rada, zbog ¢ega obradujemo problem
najkraceg puta i zaSto ga rjeSavamo, u kojem programskom jeziku piSemo algoritme i na koje
stvari trebamo pripaziti pri odabiru algoritma. U drugom poglavlju objasnjen je 1 definiran pojam
grafova raznih vrsta i prikazan nacin reprezentacije grafova za lakSe upravljanje s njima. U tre¢em
poglavlju su navedeni i detaljno opisani najpoznatiji algoritmi za rjeSavanje problema najkraceg
puta u grafu i na koji nacin pristupaju problemu. Programska podrska, tj. programski jezik C++ je
opisan u cetvrtom poglavlju, sve njegova funkcionalnosti 1 posebnosti su navedene. U petom
poglavlju detaljno opisujemo algoritme koje implementiramo, testiramo ih, mjerimo brzine i

usporedujemo njihovu namjenu.

1.1 Zadatak zavrSnog rada
Zadatak ovog zavrSnog rada je implementirati algoritme za pronalazak najkrac¢ih puteva u grafu u
programskom jeziku C++, izmjeriti koliko je bilo potrebno vremena za pronalazak najkraceg puta

za svaki pojedini algoritam za odredene grafove i napraviti analizu i usporedbu istih.



2. GRAFOVI

2.1. Pregled podrucja teme

U teoriji grafova, problem najkrac¢eg puta je problem pronalaska puta izmedu dva ¢vora u grafu

takav da je suma svih tezina njegovih bridova minimalna. [1]

Ovaj problem se ponekad naziva i pronalazak najkra¢eg puta izmedu jednog para. Postoje jos

razliCite varijacije na tu temu:

1. Problem pronalaska najkra¢eg puta od izvora — problem u kojem trebamo naci najkraci
puta od izvoriSnog ¢vora do svih ostalih ¢vorova.

2. Problem pronalaska jednog odrediSta — pronalazenje najkraceg puta iz svih Evorova
usmjerenog grafa do jednog ¢vora.

3. Problem pronalaska najkraceg puta svih ¢vorova — pronalazenje najkraceg puta izmedu

svakog para ¢vorova u grafu. [2]

Najvazniji algoritmi kao Sto su Dijkstrin algoritam, Bellman — Fordov algoritam, Floyd —
Warshallov algoritam i A star algoritam se detaljno proucavaju i danas. Najnovija postignuca se
fokusiraju na poboljSavanju njihovih efikasnosti, moguénosti za skaliranje 1 prilagodba za

rukovanje s dinami¢nim grafovima i grafovima velikih razmjera. [3]

Dijkstrin algoritam pronalazi najkra¢i put od jednog ¢vora do svih ostalih ¢vorova tako Sto
ponavljajuci odabire najblizi neposjeceni ¢vor i racuna udaljenost do ostalih neposjecenih ¢vorova.
PoboljSanje podatkovne strukture daje efikasnost izvodenju algoritma. Ako Kkoristimo

Fibonaccijevu hrpu moze se smanjiti vremenska kompleksnost algoritma na O(V log (V+E)). [5]

A-star ili A* algoritam je best-search algoritam §to znaci da je oblikovan za pretrazivanje teZinskih
grafova gdje po€inje iz nekog Cvora grafa i cilj mu je pronaci put do zadanog ¢vora Sto efikasnije
(najmanja udaljenost, naymanje vremena...). Najveci problem ovog algoritma je velika vremenska
1 prostorna zahtjevnost zbog velikog grananja i spremanja ¢vorova u memoriju. To moZemo
poboljsati koriStenjem engl. Memory-bounded A* gdje se ogranicava koli¢ina memorije koju
algoritam moze koristiti. Takoder moze se koristiti hijerarhijska heuristika za grafove velikih

razmjera gdje se problem razlaze na vise slojeva 1 ubrzava proces. [6]

Bellman — Fordov algoritam je relativno spor algoritam, ali se moZe optimizirati bez gubitka
mogucnosti rukovanja s negativnim tezinama. Kako bismo to postigli koristi se rano zaustavljanje

algoritma kada aZzuriranja nisu potrebna, SPFA engl. Shortest Path Finding Algorithm algoritam



koji odrzava red ¢vorova koji se trebaju obraditi i redna relaksacija rubova koja se fokusira na

poredak kojim se rubovi relaksiraju. [7]

Floyd — Warshallov algoritam je vrlo efikasan, brz i moze raditi s grafovima koji imaju negativne
1 pozitivne vrijednosti bridova $to ga ¢ini vrlo svestranim algoritmom za rjeSavanje mreznih
problema. S modernim racunalnim sklopovljem, engl. Hardware, mozemo smanjiti vremensku
kompleksnost algoritma s kubicne na skoro kvadratnu koriStenjem paralelizacije, odnosno

iskoriStavanje grafickih kartica i viSenitnih procesora (distribuirani Floyd — Warshallov algoritam).

[8]

2.2. Teorija grafova
U raunarstvu 1 matematici teorija grafova predstavlja matematicke strukture koje se koriste za
modeliranje parova odnosa izmedu objekata. Graf se sastoji od ¢vorova koji su spojeni crtama.
Postoje usmjereni grafovi gdje se navodi smjer crtanjem strjelice. Ako svakom bridu dodijelimo
nekakav realan broj, dobivamo tezinski graf koji se moze primijeniti u stvarnom svijetu kao §to je
npr. duljina puta tezinska funkcija. Za teoriju grafova se smatra da je zasnovana 1736. godine kada
je Svicarski matematicar Leonhard Euler rijesio stari cuveni problem Pruskog grada Konigsberg
koji lezi na rijeci 1 podijeljen je na Cetiri dijela, a bio je povezan sa sedam mostova. Moze li se iz

nekog dijela grada Konigsberga krenuti u Setnju, a da se svaki most prijede samo jednom? [1]

Can-you-cross each bridge exactly once?

) B

Slika 2.1. Mostovi Kénigsberga.

Euler svojom analizom ukazuje kako je odabir rute unutar kopna nebitan i jedina bitna znacajka
rute je redoslijed kojim su mostovi prijedeni. Ova analiza je znanstveniku omogucila
preoblikovanje problema u jednostavnije, sazetije pojmove gdje se odbacuju sve znacCajke osim

liste kopna i mostova koji ih povezuju. Jednostavnije re¢eno, kopno je zamijenjeno sa apstraktnim



¢vorom, a svaki most s apstraktnom vezom koja sluzi za zapis koji par ¢vorova je povezan kojim

mostom. Zavr$na matematicka struktura zove se neusmjereni graf ili jednostavno graf. [1]

Slika 2.2. Pojednostavljen prirodni model mostova Konigsberga.

2.3. Definicija grafa
Jednostavni graf G sastoji se od nepraznog konac¢nog skupa V (G), ¢ije elemente zovemo vrhovi
(¢vorovi) grafa G i konacnog skupa E (G) razli¢itih dvoclanih podskupova skupa V' (G) koje
zovemo bridovi. Skup V' (G) zovemo skup vrhova i ako je jasno o kojem je grafu G rije¢ oznacavat
¢emo ga krace samo s V', a skup E (G) zovemo skup bridova i oznacavat ¢emo ga i samo s E.
Oznaka V za skup vrhova dolazi od engleske rijeci vertex za vrh, a oznaka E za skup bridova pak

od engleske rijeci edge za brid. Vrlo smisleno moZemo re¢i kako je graf uredeni par G = (V] E). [1]

Slika 2.3. Primjer jednostavnog grafa



2.4. Usmjereni graf
U teoriji grafova, usmjereni graf ili digraf je graf koji se sastoji od skupa ¢vorova koji su spojeni
usmjerenim rubovima. Usmjereni graf D ima orijentirane bridove od pocetka prema kraju i njih
prikazujemo strelicama. D je orijentacija od G i zapisujemo D = G. Takvi grafovi se Cesto koriste
u praksi u svrhu prikazivanja razli¢itih sustava kao Sto su struktura podataka i strukturiranje

racunalnih mreza, transportne i komunikacijske mreze, modeliranje cesta i mreza itd. [1]

Definicija: Usmjereni graf je uredeni par G = (¥, E) gdje je V skup ¢iji se elementi nazivaju vrhovi

ili ¢vorovi, a E je skup uredenih parova bridova koji se ¢esto nazivaju i strelice. [1]

ONNG

Slika 2.4. Primjer usmjerenog grafa

2.5. Prikaz grafova
S obzirom da grafove trebamo upotrijebiti u raCunalnom smislu, moramo ih prikazati u najlakSem
obliku za rukovanje 1 pohranjivanje podataka. U teoriji grafova i raunalstvu, kvadratna matrica
susjedstva se najceSce koristi za prikazivanje grafova. Elementi matrice pokazuju jesu li parovi
¢vorova tj. vrhova susjedni ili ne. Matrica susjedstva u ra¢unalnom smislu je 2D polje veli¢ine V'
x V gdje je V broj ¢vorova. Svaki element (7, j) u matrici ukazuje na prisutnost brida izmedu ¢vora

iicvoraj. [4]



A B C D E
4 3N
Al 0 1 1 1 O
} Bl 12 0 0 1 1
| Cl 3 9 B 1 0
Bl 3 & & % 3
E| 0 1 0 1 O
. J/
Slika 2.5. Prikaz neusmjerenog grafa pomocu matrice susjedstva
A B C D E
'8 b
0O 1 1 0 0O
0O 0 0 1 1
0O 0 0 1 o0
1 0 0 1 1
O 0 0 O O
“ S

Slika 2.6. Prikaz usmjerenog grafa pomoéu matrice susjedstva

U primjerima iznad vidimo na koji nacin su prikazani grafovi pomoc¢u matrica, 1 nam predstavlja
brid od ¢vora iz reda do ¢vora iz stupca i 0 nam prikazuje da brid ne postoji izmedu ¢vora reda i

stupca.



S
3

Slika 2.7. Primjer neusmjerenog tezinskog grafa pomocu matrice susjedstva

Ovdje vidimo kako svi elementi prikazuju tezinu izmedu dva ¢vora u matrici. Na dijagonali su
nam sve 0 osim izmedu ,,i“ 1,/ za redak 1 stupac D zato §to ¢vor D ima prilazak sam sebi,

takozvani engl. Loop.



3. ALGORITMI ZA PRONALAZAK NAJKRACEG PUTA

Ovi algoritmi se fokusiraju na izraun najmanje potrebnih resursa ili vremena za pronalazak puta
izmedu izvoriSnog ¢vora i Zeljenog odredisnog ¢vora do kojega zelimo do¢i u grafu s optimalnom

vremenskom i prostornom kompleksnosc¢u.

Kao $to znamo postoje razliite vrste grafova (tezinski graf, graf bez tezina, negativni graf, ciklic¢ki
graf'itd.), zbog toga ih jedan algoritam ne moze sve pokriti i rjeSavati. Kako bismo uspjesno pokrili

razlicite probleme, trebamo razlikovati algoritme koji se mogu svrstati u dvije kategorije:

1. Algoritmi koji pronalaze najkrac¢i put od jednog izvorisnog ¢vora do svih ostalih ¢vorova.

2. Algoritmi koji pronalaze najkraci put izmedu svih parova ¢vorova u grafu.

3.1. PretraZivanje po Sirini
Ovaj algoritam se naziva engl. Breadth First Search (BFS) 1 jedan je od osnovnih algoritama za
obilazak grafova. Odreduje najkraci put do svih ostalih ¢vorova u grafu u odnosu na jedan izvorisni
¢vor. Algoritam posjecuje sve spojene ¢vorove u grafu i radi to razinu po razinu. Algoritam
zapocinje na odredenom ¢voru i najprije posjeti sve susjedne ¢vorove na jednoj razini prije nego
Sto krene pretrazivati ¢vorove na idu¢im razinama. Dodatna memorija koju ovaj algoritam ima, a
koja je najcesce red ili polje, sluzi kako bismo pratili 1 zapisivali posjecena polja. Svi susjedni
neposjeceni ¢vorovi na trenutnoj razini se ubacuju u red 1 ¢vorovi na trenutnoj razini se oznacavaju

kao posjeceni i izbacuju iz reda.

1. Inicijalizacija: Algoritam ubacuje pocetni ¢vor u red 1 oznacava ga posjecenim.

2. Trazenje: Sve dok red nije prazan izbacuje ¢vor iz reda i posjecuje ga, tj. ispisuje njegovu
vrijednost. Za svakog neposjecenog susjeda izbafena ¢vora ubacuje susjeda u cvor i
oznacava susjeda kao posjecenog.

3. Krajizvodenja: Drugi korak se ponavlja sve dok red nije prazan, tj. dok nema viSe ¢vorova.

3.2 Dijkstrin algoritam
Dijkstrin algoritam pronalazi najkraci put od izvoriSnog ¢vora do svih ostalih ¢vorova u grafovima
s bridovima koji imaju teZinu. Radi na nacin da iterativno odabire ¢vorove s najmanjom tezinskom
udaljenosc¢u 1 azurira udaljenosti do svojeg susjednog ¢vora. Omogucava progresivan pronalazak

najkra¢eg puta i temeljen je na principu pohlepnog ,,Greedy Algorithm* algoritma. [3] Kao



podatkovnu strukturu Dijkstrin algoritam koristi prioritetni red za odabiranje najkraéih ruta koje

su ve¢ poznate.

Dijkstrin algoritam odabire pocetni ¢vor i1 postavlja udaljenost ¢vora N da bude udaljenost od
pocetnog ¢vora do ¢vora N. Algoritam zapoc€inje s udaljenosc¢u beskonacno za svakog od ¢vorova,

osim izvora te poboljSava udaljenosti korak po korak.

Prvo oznacava sve ¢vorove kao neposjecene, pravi skup svih neposjecenih ¢vorova koji se naziva
,»skup neposjecenih®. Nakon toga dodjeljuje vrijednosti svakom ¢voru u odnosu na pocetni ¢vor,
a to je nula za pocetni ¢vor i beskonacno za sve ostale cvorove zato §to jos nije poznat put do tih
¢vorova. Tokom izvedbe algoritma, udaljenost ¢vora N je duljina najkraceg puta koja je do sada
otkrivena. Od skupa neposjecenih odabire trenutni ¢vor koji ima najmanju kona¢nu udaljenost 1
taj ¢vor postaje nulti tj. izvori$ni ¢vor. Ako trazimo jedan specifi¢an ¢vor i njegovu najkraéu
udaljenost rad algoritma mozemo prekinuti i ne moramo traZiti ostale udaljenosti. Ako je nakon
toga skup neposjecenih vrhova prazan onda algoritam staje s izvrSavanjem, inace nastavlja traziti
najkrace puteve do svih dostupnih €vorova. Za trenutni ¢vor, uzimajuéi u obzir sve njegove
neposjecene susjede i azurirajuéi njihove udaljenosti na temelju trenutnog ¢vora, usporedujemo
novo izra¢unatu udaljenost s onom koja je trenutno dodijeljena susjedu i dodijelimo manju
vrijednost. Na primjer ako je trenutni ¢vor C oznacen sa udaljenosc¢u 3 i1 rub koji spaja sa svojim
susjedom D ima vrijednost 4, onda je udaljenost do ¢vora D kroz ¢vor C jednaka 3 +4 = 7. Kada
algoritam prode sve neposjecene susjede trenutnog ¢vora, oznacava trenutni ¢vor kao posjecen 1
uklanja ga iz seta neposjecenih kako se taj ¢vor ne bi prolazi 1 ratunao vise puta nepotrebno. Kada

petlja algoritma zavrs$i, svaki ¢vor ¢e imati najkracu udaljenost od pocetnog ¢vora.

3.3 Bellman-Fordov algoritam
Ovaj algoritam sluZzi za pronalazak najkraceg puta od jednog izvora do svih ostalih ¢vorova. Koristi
se za grafove koji imaju teZine na bridovima i za grafova bez tezina. Ovaj algoritam takoder
zasigurno pronalazi najkracu udaljenost u grafu slicno kao Dijkstrin algoritam. Iako je Bellman —
Fordov algoritam sporiji od Dijkstrinog algoritma, algoritam ima moguc¢nost raditi s grafovima
koji imaju negativnu vrijednost bridova, §to ga Cini vrlo svestranim. Dijkstrin algoritam ne moze
pronaci put ako postoji negativan ciklus u grafu. Ako nastavimo obilazak beskona¢no puta u
negativnom ciklusu, vrijednost udaljenosti ¢e nastaviti padati iako se udaljenost puta povecava.

Kao rezultat, Bellman-Fordov algoritam je sposoban uociti negativne cikluse $to je vrlo vazna



znacajka. Algoritam radi na principu relaksacije, $to znaci kako vrijeme prolazi, tj. kako prolaze

iteracije algoritma, vrijednost bridova se smanjuje s beskonacno na neku kona¢nu vrijednost.
Ako Zelimo u grafu pronaci postoji li negativna vrijednost to radimo na ovaj nacin:

Inicijaliziramo polje Udaljenost[] koje sprema najkrac¢e udaljenosti svih ¢vorova od izvoriSnog
¢vora. Na pocetku udaljenost do svih ¢vorova ¢e biti beskona¢na i udaljenost do pocetnog nula

kao 1 kod Dijkstrinog algoritma.

Initialize The Distance Array

B D
(00) 7 2 7 (00)
h 2
5
/ ‘ ‘ N
Source A 1 1 B
(0) (00)
‘ S
e
[
(o0) (00)

Distance Array
Dist[]

Slika 3.1. Primjer grafa za Bellman-Ford algoritam

Postupak relaksacije vrijednosti: Relaksiramo sve bridove N-1 puta zbog toga $to u najgorem
slu¢aju najkraca udaljenost izmedu dva ¢vora moze imati najvise N-1 bridova, gdje je N broj
bridova. Na taj nain osiguravamo optimalne procjene vrijednosti udaljenosti. Na primjer ako graf
ima 6 ¢vorova {A,B,C,D,E,F}, broj ¢vorova N = 6, postupak relaksacije ¢e se obavljati N — 1 puta

Sto je 5 iteracija. [7]

1. Relaksacija: Trenutna udaljenost do ¢vora B > (udaljenost do A) + (tezina brida 4 do B),
o > (0 + 5, tako da je Udaljenost[B] = 5.

2. Relaksacija: Trenutna udaljenost do ¢vora D > (udaljenost do B) + (tezina brida B do D),
o >5+ 2, tako da je Udaljenost|D] =17. ;
Trenutna udaljenost do ¢vora C > (udaljenost do B) + (tezina brida B do C), 0 > 5 + 1,
tako da je Udaljenost[C] = 6.

3. Relaksacija: Trenutna udaljenost do ¢vora F' > (udaljenost do D) + (tezina brida D do F),
o >7+ 2, tako da je Udaljenost[F] =9. ;
Trenutna udaljenost do ¢vora E > (udaljenost do C) + (tezina brida C do E), 0 >6 + 1,

tako da je Udaljenost[E] = 7.
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4. Relaksacija: Trenutna udaljenost do ¢vora D > (udaljenost do E) + (tezina brida £ do D), 7
> 7+ (-1), tako da je Udaljenost[D] = 6. ;

Trenutna udaljenost do ¢vora £ > (udaljenost do F) + (tezina brida F do E), 7 > 9 + (-3),
tako da je Udaljenost|E] = 6.

5. Relaksacija: Trenutna udaljenost do ¢vora F' > (udaljenost do D) + (tezina brida D do F), 9
> 6 + 2, tako da je Udaljenost[F] = 8. ; Trenutna udaljenost do ¢vora D > (udaljenost do
E) + (tezina brida £ do D), 6 > 6+ (-1), tako da je Udaljenost[D] = 5.

S obzirom kako graf ima 6 Cvorova, tokom pete relaksacije(iteracije) najkra¢e udaljenosti su

pronadene za sve ¢vorove od pocetnog ¢vora A. [7]

3.4. A-star (A¥*) algoritam

Kako bismo aproksimirali najkrac¢u udaljenost u stvarnim zivotnim situacijama, kao $to su karte
ili igre s puno prepreka koristimo ovaj algoritam. Odreduje najkraci put do svih ostalih ¢vorova u
grafu odnosno na jedan izvoris$ni ¢vor. Takoder ovaj algoritam se koristi zbog svoje optimalnosti,
efikasnosti i potpunosti u grafovima s bridovima koji imaju tezine. Takoder se koristi u umjetnoj
inteligenciji 1 robotici kako bi pomogao robotima pronaci put i izbjegavati prepreke. Jedan veliki
nedostatak A-star algoritma je njegova velika vremenska kompleksnost O(b %) u najgorem slucaju
gdje je d dubina rjeSenja, tj. duljina najkrace udaljenosti 1 b je faktor grananja (prosjecan broj
nasljednika po stanju) s obzirom da sprema sve ¢vorove u memoriju. Peter Hart, Nils Nilsson 1
Bertram Raphael su objavili ovaj algoritam u 1968. godini. Ovaj algoritam moZe biti kao
nadogradnja na Dijkstrin algoritam s obzirom da ovaj algoritam traZi najkra¢u udaljenost do
odredenog ¢vora. A-star algoritam postiZze bolju u€inkovitost koriste¢i heuristiku za navodenje
pretrazivanja. Heuristika /4(n) je neki oblik poticanja na bolji razvoj algoritma tako Sto daje
nekakva procjena temeljena na informacija kolika ¢e biti vrijednost puta od ¢vora n do Zeljenog
¢vora. F(n) je procjena sveukupne vrijednosti od pocetnog ¢vora do zeljenog ¢vora kroz ¢vor n.

G(n) je stvarna vrijednost puta od pocetnog ¢vora do ¢vora n. [6]

Tipicna implementacija A-star algoritma se izvodi pomocu prioritetnog reda. Taj prioritetni red je
poznat kao engl. Open set, fringe ili frontier. Sa svakim korakom algoritma, ¢vor s najmanjom
vrijednos¢u funkcije se izbacuje iz reda, f'1 g vrijednosti svojih susjeda se azuriraju u skladu 1 ti
susjedi se dodaju u prioritetni red. Algoritam nastavlja s radom sve dok obrisani ¢vor ne bude

Zeljeni ciljani ¢vor. Vrijednost f tog zeljenog cilja je takoder i vrijednost najkraceg puta. Opisani
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postupak nam daje samo vrijednost najkra¢eg puta do Zeljenog ¢vora, ali ne i slijed koraka do
njega. Kako bismo nasli taj slijed koraka do Zeljenog ¢vora, algoritam se moze lagano pregledati
zbog toga Sto svaki ¢vor pamti put od svog prethodnog ¢vora. Nakon §to se algoritam izvrs$i, ciljani

¢vor ¢e pokazivati na svoj prethodni ¢vor 1 tako sve do pocetnog Cvora.

3.5. Floyd - Warshallov algoritam
Suprotno od algoritama najkraceg puta s jednim izvorom, ovaj algoritam pronalazi najkrac¢i put
izmedu svih mogucih parova ¢vorova. Nazvan je po svojim izumiteljima Robert Floyd i1 Stephen
Warshall. Algoritam je vrlo uc¢inkovit i moze raditi s tezinskim grafovima koji imaju i pozitivnu i
negativnu vrijednost brida i grafovima bez tezina bridova. Samo jedna izvedba ovog algoritma ¢e
nam pronaci duljine najkrac¢ih puteva izmedu svih parova ¢vorova u grafu. Zamislimo graf G =
{V, E} gdje je V' skup svih ¢vorova u grafu, a £ je skup svih bridova u grafu. Graf G je predstavljen

matricom susjedstva A4 koja sadrzi sve tezine svih bridova koji spajaju dva ¢vora. [7]
Postupak pronalaska najkracih puteva pomocu ovog algoritma:

1. Napravimo matricu susjedstva A4 sa svim vrijednostima tezina bridova koji su u grafu. Ako
put izmedu dva ¢vora ne postoji, vrijednost brida je beskonacna.

2. Izvodimo novu matricu susjedstva 4; od matrice 4 u kojoj zadrzavamo prvi red i prvi
stupac izvorne matrice 4. Za ostale vrijednosti, na primjer 4;[1,j] ako je A[i,j] > A[1,k] +
A[k,j] onda zamijenimo A; [i,j] s 4[1,k] + 4[k,j]. Ina¢e ne mijenjamo vrijednosti. U ovom
koraku k=1 gdje se prvi ¢vor ponasa kao srediSnja tocka (engl. Pivot) oko koje se mijenjaju
vrijednosti.

3. Ponavljamo korak 2 za sve ¢vorove u grafu tako §to mijenjamo vrijednost k za svaki pivot
¢vor sve dok se posljednja matrica ne postigne.

4. Posljednja matrica susjedstva je konacno rjeSenje koja u sebi posjeduje vrijednosti svih

najkracih puta izmedu ¢vorova. [10]
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4. PROGRAMSKA PODRSKA

Kako bismo uspjesno prezentirali 1 usporedili razne algoritme s velikom to¢noscu 1 brzinom i kako
bismo dobili relevantne rezultate vrlo bitan je odabir programskog jezika koji pruza najbolje

vrijeme izvodenja.

4.1. C ++ programski jezik
C++ je programski jezik opée namjene kojeg je razvio Danski racunalni znanstvenik Bjarne
Stroustrup i predstavio ga je 1985. godine. Kako je programski jezik prvi puta bio izdan, bio je
produzetak programskom jeziku C i razvijao se velikom brzinom kroz vrijeme. C++ se smatra
programskim jezikom visoke razine zbog odredene apstraktnosti kao Sto su klase i stvaranje
objekata, ali zbog ru¢nog upravljanja memorijom u racunalu moze se koristiti 1 radi sve kao
programski jezik C koji je programski jezik niske razine. C++ je programski jezik koji je bio
prvobitno razvijen za programiranje sustava i ugradenih sustava koji su morali brinuti od raspodjeli
1 koli¢ini resursa, kako bi se mogla iskoristiti uc¢inkovita izvedba ovog programskog jezika.
Takoder danas se s ovim programskim jezikom razvijaju igrice, manipulira mikroupravlja¢ima 1
mikroracunalima, razvijaju operativni sustavi kao $to su Windows ili Linux. Programski jezik je
kompilirani (engl. Compiled) staticki pisani jezik gdje se tokom kompiliranja poznaju sve vrste

varijabli i to mu omogucava integritet 1 sigurnost podataka takoder 1 veliku brzinu izvedbe. [11]

Programski jezik radi sa varijablama, konstantama i pokazivaima kao osnovnim vrstama
podataka. Varijabla sluzi kao spremnik za podatke i moZe biti razli€itih tipova isto kao i konstanta
samo S$to konstanta ne moZe mijenjati vrijednosti. Pokazivaci su takoder varijable, samo $to one
spremaju memorijsku adresu kao svoju vrijednost, tj. pokazuju na koje mjesto su spremljeni podaci

u memoriji. [12]
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Tablica 4.1. Osnovni tipovi podataka

Tip podatka Opis Veli¢ina Raspon
2,147,483,647
Short Cjelobroni zapis | 2 bajta -32,768 do 32,767
Long Cjelobrojni zapis 4 ili 8 bajta  -9223372036854775808
do 9223372036854775807
Float Zapis decimalnog 4 bajt Preciznost do 7 decimala
broja
Double Zapis decimalnog 8 bajta Preciznost do 15 decimala
broja
Char Zapis znaka 1 bajt -128 do 127 ili 0 do 255
Bool Zapis istinitosti 1 bajt True ili False

Takoder C++ koristi operatore koji kompajleru govore koju specifi¢énu radnju treba izvrsiti, bilo to

matematicka operacija, zadatak usporedivanja ili logicka operacija.

Operatore dijelimo u vise kategorija ovisno o njihovim funkcionalnostima.

Tablica 4.2. Aritmeticki operatori

+ Zbrajanje atb=10
- Oduzimanje a—-b=0
* Mnozenje a*b=25
/ Dijeljenje a/b=1
% Modulo a%b=0

Binarni aritmetic¢ki operatori koriste dvije varijable za izvrSavanje operacije. Modulo operacija
»7 nam vraca kao rezultat ostatak od cjelobrojnog dijeljenja dvije varijable. Operator za

dodjeljivanje vrijednosti varijabli je ,, = “.
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Unarni operatori su operatori koji se izvrSavaju na jednoj varijabli i koriste sa za uvecavanje

vrijednosti varijable, npr. ,, a++ “ ili smanjivanje vrijednosti ,,- - a* .

Operatori usporedbe se koriste za usporedbu vrijednosti dvije varijable. Koriste se kod grananja i

petlji u uvjetima.

Tablica 4.3. Relacijski operatori

Operator Opis Primjer
== Jednako a==b
1= Nejednako al=b

> Vece od a>b

< Manje od a<b
>= Vece ili jednako a>=b
<= Manje ili jednako a<=b

Koristenje for, while i do-while petlji omogucava nam obavljanje operacije viSe puta, tocnije
reCeno N puta. Petlje dolaze do izrazaja kada moramo ponavljati odredeni blok koda viSe puta sve
dok postavljeni uvjet nije zadovoljen. For petlja se koristi kada je unaprijed poznat broj
ponavljanja jer se u uvjetu mora postaviti krajnji uvjet, tj. broj ponavljanja izvrSavanja for petlje.
Kada ne znamo koliko puta ¢e se kod, tj. operacija izvesti onda koristimo while petlju, operacija
se 1zvrSava sve dok petlja ne vrati boolean vrijednosti koji je lazan. Do-while petlja za razliku od
while petlje ¢e izvrsiti blok koda jedanput prije nego Sto provjeri jeli uvjet vraca istinu 1 onda

ponavlja taj isti blok koda sve dok je uvjet istinit.

C++ takoder podrZzava polje kao tip podatka. Polje se koristi za spremanje viSe podataka, tj. N
podataka iste vrste $to uklanja potrebu stvaranja zasebnu varijablu za svaku vrijednost. Kako
bismo deklarirali polje u C++ programskom jeziku, definiramo tip varijable, zadamo ime polja 1
nakon toga postavimo uglate zagrade 1 u njih odredimo broj elemenata koje ¢e to polje sadrzavati.
Polja mogu biti viSedimenzionalna ili jednodimenzionalna Sto je zapravo niz elemenata. Ako
Zelimo stvoriti dvodimenzionalno polje onda to radimo na nacin kao i sa jednodimenzionalnim
poljem, samo dodamo jo$ jedan par uglatih zagrada iza imena polje. Za primjer mozemo navesti
kako bismo stvorili dvodimenzionalno polje koje ¢e nam sluziti za prikaz matrice koja ¢e nam

sluZiti za predstavljanje grafova u programskom jeziku. Primjer: int Matrica[5][5]. Dakle ovo
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polje predstavlja kvadratnu matricu koja ima 5 redaka i 5 stupaca. Elementima polja moZzemo
pristupiti tako $to u uglate zagrade upiSemo redni broj elementa kojemu Zelimo pristupiti s time
da je prvi element uvijek na indeksu ,,0° ,a posljednji element polja je na N-1 mjestu. Polju se
mogu dodijeliti vrijednosti odmah pri deklaraciji na nacin da se vrijednosti unesu u vitiCaste

zagrade 1 svaki element odvoji zarezom ili se polje moze popunjavati dalje u kodu pomocu petlji.
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5. ANALIZA I IMPLEMENTACIJA ALGORITAMA ZA NAJKRACI PUT U
C++

U ovom poglavlju radimo implementaciju nekih od iznad opisanih algoritama u programskom
jeziku C++ s raznim grafovima, analiziramo ih 1 usporedujemo. Kako bismo mogli pohraniti graf
u programskom kodu, tj. u raCunalnoj memoriji, trebamo koristiti matricu kao oblik podataka koja
je predstavljena kao dvodimenzionalno polje u C++. Za neke algoritme ¢emo koristiti strukturu za
prikaz podataka kao i vektorski oblik podataka zbog lakSeg prikaza i spremanja samih ¢vorova. U
racunalstvu, zapis veliko O se koristi za klasifikaciju algoritama temeljenim na njihovim
vremenskim i prostornim zahtjevima. Tim zapisom zapravo pokazujemo koliko ,,kosta* izvodenje
takvog algoritma, tj. koliko je algoritam brz ili spor i koliko je resursno zahtjevan u najgorem
slu¢aju izvodenja za taj algoritam. Sva mjerenja su radena na istom racunalu, u kratkom
vremenskom periodu kako bismo imali §to manje odstupanja i varijabli u rezultatima. Svaki od tih
algoritama se koristi za neki oblik pretrazivanja najkraceg puta, ali zbog svojih u€inkovitosti 1
posebnosti, neki su bolji od drugih za razna podru¢ja znanosti, ovisno o tome treba li nam

aproksimacija ili velika to¢nost.

5.1 Implementacija Dijkstrinog algoritma

Za primjer implementacije Dijkstrinog algoritma koristimo primjer. (Slika 5.1.)

Slika 5.1. Primjer tezinskog grafa

Taj graf smo prikazali pomoc¢u matrice susjedstva u programskom jeziku C++. Dvodimenzionalno
polje ,,graf* ima 6 x 6 elemenata §to daje ukupno 36 elemenata u matrici susjedstva. Ovdje vidimo

prikaz ¢vorova i njihovih teZina u odnosnu na ostale ¢vorova. Matrica je prikazana na slici 5.2.
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main()

Slika 5.2. Prikaz grafa pomocu matrice susjedstva

Metoda ,,dijkstra“ koja je prikazana na slici 5.3. u svoje parametre prima matricu ,,graph* i cijeli
broj ,,izvor* koji predstavlja izvorisni ¢vor, tj. indeks matrice od kojega se traze najkraci putevi do
ostalth ¢vorova u matrici, tj. indeksa. Deklariramo polje ,udaljenost® 1 polje
»hajkraca udaljenost®. U prvoj for petlji udaljenost do traZenog ¢vora postavlja na maksimalnu,
tj. beskonacno, polje ,najkraca udaljenost™ postavlja na false i udaljenost do same sebe
,udaljenost[izvor]®, tj. udaljenost do izvoriSnog ¢vora je 0. Druga for petlja radi iteracija kako bi
pronasla najkraci put do svakog ¢vora tako $to aZurira ,,distance* polje. Ta petlja se izvrSava V —
1 (V je Broj ¢vorova) puta zato Sto u grafu sa V ¢vorova maksimalan broj rubova od izvora do
drugog ¢vora je V — 1. Nakon toga radimo poziv funkcije ,,minUdaljenost®, predajemo joj
parametre ,,udaljenost™ 1 ,,najkracaldaljenost* i ona vra¢a najmanju udaljenost, tj. indeks ¢vora s
najmanjom udaljeno$¢u. Polje ,najkracaUdaljenost[u]* postavljamo na true vrijednost,
izvr§avamo jo$ jednu for petlju i provjeravamo uvjete ako ¢vor ,,v* nije procesiran i postoji rub od
¢vora ,,u* do ¢vora ,,v*, udaljenost do ¢vora ,,u* nije beskona¢na i nova udaljenost do ¢vora ,,v*
kroz ¢vor ,,u* je manja nego poznata udaljenost. Ako su svi uvjeti zadovoljeni, postavljamo novu

najkrac¢u udaljenost.
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minUdaljenost(
minimal =
min_index;

v =0; v <

if (sptSet[v] = &% dist[v] <= minimal){
minimal = dist[v];
min_index = v;

return min_index;

dijkstra( graph[

udaljenost[ 1;
najkraca_udaljenost[

for ( i=0; i<
udaljenost[i] = H
najkraca_udaljenost[i] =
)
udaljenost[izvor] = @;
for ( count = @; count < - 1; count++) {
u = minUdaljenost(udaljenost, najkraca_udaljenost);
najkraca_udaljenost[u] = ;
for v =0; Vv< 5 OV
if (!najkraca_udaljenost[v] && graph[u][v] && udaljenost[u] != && udaljenost[u] + graph[u][v] < udaljenost[v]
udaljenost[v] = udaljenost[u] + graph[u][v];

ispisiRjesenje(udaljenost);

Slika 5.3. Metoda dijkstrinog algoritma za pronalazak najkrace udaljenosti

Na kraju u ,,main* metodi imamo poziv funkcije ,,dijkstra“ kojoj predajemo navedeni grafi pocetni
izvori$ni ¢vor. Na kraju mjeri se vrijeme koje je bilo potrebno funkciji za pronalazak udaljenosti
do svih ¢vorova i to radimo pomocu vrlo precizno sata tako Sto oduzimamo zavrs$no vrijeme od

pocetnog vremena. (Slika 5.4.)

- pocetak).count();
je: " << vrijeme << " ms" << endl;

return @;

Slika 5.4. Poziv metode dijkstra i mjerenje vremena izvedbe
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Prikazan je ispis funkcije koja pokazuje najkrac¢e udaljenosti od izvornog ¢vora do svih ostalih
¢vorova i vrijeme koje je bilo potrebno za pronalazak svih puteva. Na samoj toj slici imamo jedan
primjer izvodenja, dok za neku mjeru performanse potrebno je odraditi izvodenje vise puta i

odrediti najbolji, najlosiji rezultat i srednju vrijednost i ostale statisticke podatke. (Slika 5.5.)

1ZVora

13

Vrijeme potrebno za pronalazak najkraceg puta je: 814 ms
PS C:\Users\Igor\Desktop\Faks i zadace\zavrsni rad> I

Slika 5.5. Primjer rezultata Dijkstrinog algoritma

Tablica 5.1. Pokazuje podatke osam uzastopnih mjerenja brzine izvedbe algoritma i te podatke

koristimo za obradu za dobivanje statistickih podataka pokazanih u tablici 5.2.

Tablica 5.1. Mjerenja
1. 0.814 s
0.691 s
0914 s
1.559 s
0.960 s
1.032s
1.222's
1.004 s

x| ) N RS
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Tablica 5.2. Statistika temeljena na 8 mjerenja

Statistika Vrijednost

Srednja vrijednost 1.024 s
Medijan 0.982 s
Standardna devijacija 0.249 s
Minimalno vrijeme 0.691 s
Maksimalno vrijeme 1.559's

Dijsktrin algoritam je izuzetno brz za pronalazenje najkraceg puta do jednog ¢vora ili do jednog

odredista, ali mana mu je $to ne mozZze raditi s grafovima koji imaju negativnu vrijednost brida.

Vremenska kompleksnost ovakvog koda Dijkstrinog algoritma je O(V?), ako bi koristili listu
susjedstva mogli bismo smanjiti vremensku kompleksnost na O(E * log(})). Jedan od primjera
koriStenja Dijkstrinog algoritma su ,,Google Karte“ za pronalazak najkraceg puta od trenutne
lokacije do odrediSta u kombinaciji s A star algoritmom, takoder logistika, prijevoz i racunalno

umrezavanje koriste ovaj algoritam.

5.2. Implementacija Bellman — Fordovog algoritma

Za primjer implementacije ovog algoritma koristimo primjer. (Slika 5.6.)

B — 2 —/ D
/" + N\

5 2
/ AW
A 1 -1 F

/
-3

Slika 5.6. Primjer grafa s negativnim bridom
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U ovom slucaju koristimo strukturu, tj. zapisujemo bridove grafa u strukturu koja predstavlja grane
1 u sebi ima varijable ,,pocetni_cvor®, ,,odredisni_cvor® i ,tezina“. Vektor ,,edges* definira sve
grane iz zadanog grafa. Metoda ,,bellmanFord*“ kao svoje parametre prima broj ¢vorova, broj
bridova 1 izvorni ¢vor odakle pocinje s pretrazivanjem. Stvaramo vektor ,,dist* koji u sebe sprema
najkrace udaljenosti od izvoriSnog ¢vora do svakog ¢vora u grafu. Pocetna vrijednost mu je
INT _MAX Ssto je beskonacnost, a udaljenost do samog sebe je 0. Petlja se izvodi broj ¢vorova -1
puta, varijabla ,,cvor* je broj ¢vorova u grafu i provjeravaju se sve grane u grafu. Metoda racuna
najkrac¢e udaljenosti od izvoriSnog ¢vora do svih ostalih ¢vorova u grafu. U slucaju postojanja
kra¢eg puta od trenutnog do odrediSnog ¢vora, udaljenosti se azuriraju. Nakon toga metoda

provjerava postoji li negativan ciklus. (Slika 5.7.)

Edge {

pocetni_cvor, odredisni_cvor, tezina;
bellmanFord( cvor, brid,

3 > dist(cvor,
[izvor] = 8;

i=1; i <=cvor - 1; i++) {
i @; j < brid; j++

=0

u = edges[j].pocetni_cvor;
v = edges[j].odredisni_cvor;
weight = edges[j].tezina;

f (dist[u] != &8& dist[u] + weipght < dist[v]) {
dist[v] = dist[u] + weight;

j=9; j < brid; j++) {

u = edges[j].pocetni_cvor;
v = edges|[j].odredisni_cvor;
weight = edges[j].tezina;

dist[u] ! && dist[u] + weight < dist[v]
cout << f 7i negativan ciklus!™ << endl;

return;

Slika 5.7. Struktura brida 1 metoda bellmanFord
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Imamo programski kod za ispisivanje najkracih udaljenosti od izvoriSnog ¢vora do svih ostalih
¢vorova 1 ako ne postoji put do nekog Cvora ispisuje se simbol beskonacnosti. Ispod tog
programskog koda nalazi se ,,main‘“ metoda koja pokrece program i u njoj definiramo broj ¢vorova
1 broj rubova (grana) grafa. Pravimo vektor svih grana i definiramo ih koriste¢i pocetne i krajnje
¢vorove 1 tezine izmedu dva ¢vora. Ispod vektora nalazi se programski kod kojim mjerimo vrijeme

u milisekundama koliko je bilo potrebno algoritmu za pronalazak najkraceg puta. (Slika 5.8.)

cout << "U j 0 ("A" + izvor) << " do c 1" << endl;
for ( 1i=20; 1< cvor; i++)
<<

"

cout <<
dist[i]
cout <<": =" << endl;

: " << dist[i] << endl;

main() {
broj _cvorova = 6;
broj_rubova = 7;

edges = {
Q, c
»
. ]
»
»
. ]

>

pocetak = high r lution_clock: :now
src = 9;
bellmanFord(broj_cvorova, broj_rubova, src, edges);
kraj = high_r
vrijeme = duration_cast<micros nds>(kraj - pocetak).count();

n

cout << "\nVrijeme potre 7a naj uta je: " << vrijeme << " ms" << endl;

return @;

Slika 5.8. Glava metoda algoritma

Imamo rezultat programskog koda 1 on nam pokazuje najkrace udaljenosti od izvoriSnog ¢vora A
do svih ostalih ¢vorova. Takoder na samom kraju pise koliko je vremena u milisekundama bilo

potrebno za pronalazak svih udaljenosti. (Slika 5.9.)
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aljenosti od 1zvorisnog cvora A do cvorova:
Cvor
Cvor
Cvor
Cvor

Cvor
Cvor

Vrijeme potrebno za pronalazak najkraceg puta je: 1233 ms

Slika 5.9. Ispis najkracih udaljenosti za graf s primjera

Tablica 5.3. Pokazuje podatke osam uzastopnih mjerenja brzine izvodbe Bellman-Fordovog
algoritma 1 te podatke koristimo za obradu za dobivanje statisti¢kih podataka pokazanih u tablici

5.4.

Tablica 5.3. Rezultati mjerenja
Mjerenja Vrijednost [s]
1. 1.257 s
1.281 s
1.914 s
1.436's
1.620 s
1.632 s
1.678 s
1.449 s

X o Y RN
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Tablica 5.4. Statistika temeljena na 8 mjerenja

Statistika Vrijednost

Srednja vrijednost 1.533s
Medijan 1.53 s

Standardna devijacija 0.206 s
Minimalno vrijeme 1.257 s
Maksimalno vrijeme 1.914 s

Kao sto vidimo iz rezultata analize Bellman — Fordovog algoritma, vremena pronalazenja su u
prosjeku veca stoga je ovaj algoritam sporiji od Dijkstrinog algoritma, ali moze raditi s negativnim
bridovima i pronalaziti negativne cikluse. Srednja vrijednost pronalaska najkraceg puta ovog
algoritma je 1.533 sekunda dok je kod Dijkstrinog algoritma to negdje oko jedne sekunde.
Vremenska kompleksnost Bellman - Ford algoritma je O(¥?). Bellman — Ford algoritam se najvise
koristi za navodenje paketa kroz mreZu u raCunalima, robotika i autonomna vozila, GPS navigacija

1 transport 1 logistika.

5.3. Implementacija A star (A*) algoritma
Kako bismo pronasli najkraci put u stvarnim zivotnim dogadajima kao $to su karte ili igrice gdje
mogu biti neke zapreke, koristimo A star algoritam. Za implementiranje ovog algoritma koristimo
2D polje koje ima nekoliko prepreka i po¢injemo od izvoriSnog ¢vora i dolazimo do traZenog cilja.
Imamo slikoviti prikaz polja s preprekama, pocetnim ¢vorom i ciljem, tj. odrediSnim ¢vorom za
koji algoritam treba pronaci najkraci put. (Slika 5.10.) Idu¢e metode 1 logika algoritma su koriStene

inspiracijom programskog koda 1 rada sa internetske stranice. [6]
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| Pocetak

Slika 5.10. Polje koje koristimo za prikaz terena

U ovom slucaju graf predstavljamo kao 2D polje sa 49 elemenata, plavi kvadrati¢i su elementi

kroz koje se algoritam ne moze kretati, a bijela polja su slobodna polja za kretanje.

Node {

parentX, parentY;
f, & h;

Node() : parentX(-1), parentY(-1), f(numeric_limits< , g{numeric_limits< , h{numeric_limits<

alid( row, col) {
rn (row >= @) && (row < ROW) && (col >= @) && (col < COL);

isUnBlocked( grid[][coL], col) {
rn grid[row][col] == 1;

isDestination( row, col, pair< " > dest) {
return (row == dest.first && col == dest.second);

calculateHValue( row, col, pair< N > dest) {
return sqrt((row - dest_first) * (row - dest.first) + (col - dest.second) * (col - dest.second));

Slika 5.11. Node klasa A* algoritma

Klasa Node sadrzi informacije o svakom elementu u polju, ukljuujuéi i roditeljski element
(,parentX* i ,,parentY*) i cijenu svake vrijednosti f, g i h. Svaki ¢vor u polju ima odredena

svojstva. ParentX 1 ParentY su kordinate roditeljskog ¢vora od kojeg se doslo do trenutnog ¢vora.
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fje ukupna cijena funkcije, gdje je g cijena puta od pocetnog ¢vora do trenutnog ¢vora a 4 je

heuristicka procjena cijene puta od trenutnog ¢vora do odrediSnog.

Funkcija ,,isValid“ provjerava jeli zadani element unutar granica polja. Funkcija ,,isUnblocked
provjerava jeli element blokiran ili slobodan za prolazak. ,isDestination* je funkcija koja
provjerava jeli trenutni element na kojem je algoritam ujedno i odredi$ni element i imamo funkciju
»calculateHValue “ koja racuna heuristicku vrijednosti 4 koriste¢i Euklidsku udaljenost izmedu

trenutnog elementa i cilja.

aStarSearch( grid[][COL], pair< 5 > src, pair< 5 > dest) {

if (lisValid(src.first, src.second) || !isValid(dest.first, dest.second)) {
cout << "I ~ili o iste nije isp no!\n™;
return;

- (!isUnBlocked(grid, c.first, src.second) || !isUnBlocked(grid, dest.first, dest.second)) {

cout << "Izvor ili o iste je blokirano!\n";

return;

f (isDestination(src.first, sr
cout << "Stigli smo ne

return;

Slika 5.12. Funkcija A* algoritma

Na slici 5.12. imamo metodu ,,aStarSearch “. Na pocetku izvodenja algoritma provjerava se je li
izvor ili odrediSte ispravno 1 je li blokirano. Ako je jedan od uvjeta nije ispunjen funkcije vracaju
greSku. Slika 5.14. je nastavak iste metode gdje se inicijalizira zatvorena lista ,,closedList* koja
biljezi posjecene ¢vorove i postavlja ih za sva polja. Izvori$no ¢vor je inicijaliziran s ,.f*, “g“i
,»h “1postavljena vrijednost na 0, a roditeljski ¢vor je postavljen na svoju vrijednost. Otvorena lista
»openList“ je implementirana kao set 1 koristi se za spremanje ¢vorova koji se trebaju evaluirati.
Glavna while petlja algoritma obraduje ¢vorove iz otvorene liste poCevsi sa ¢vorom koji ima
najmanju 'f " vrijednost. Za svaki ¢vor provjerava njegove susjede, ako je susjed odrediste onda je
put pronaden. Ako je susjed ispravan, nije blokiran 1 nije u zatvorenoj listi, raCunaju se nove ,.f*,
»21,,h* vrijednosti. Ako je novo izraCunata vrijednost funkcije f/ bolja nego prijasnja vrijednost,
susjedi se aZuriraju i roditeljski pokaziva¢ se premjesta na trenutni ¢vor. Kada algoritam dode do
odredista, put se konstruira uz pomo¢ pokazivaca koji se prate od roditeljskog ¢vora do odredisSnog

¢vora 1 nazad do izvora. Ako je otvorena lista pretrpana 1 odrediSte nije pronadeno, algoritam

ispisuje da je pronalazak puta neuspjesan.
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closedList[ROW][COL];
memset (closedList, 5 closed

Node nodes[ROW][COL]

src.first, j = src.second;

arentX i;
arentY = j;

>>> openlist
openlList.insert(make_pair(0.0, make_ pair(i, j
foundDest 2

(YopenList.empty
pair< , ir< , >> p = *open
openList.erase(openList.begin()});
i p.second.first;
j p.second.second;
closedList[i][]] =

rowDelta -1, 8, 1, 0@

3

colDelta e, 1, 8, -1};

k =8; k < 4; ket
newRow = i + rowDelta[k];
1 = j + colDelta[k];

(newRow, newCol}) {
sDestination(newRow, newCol,
nodes[newRow ] [newCol] . parentX
nodes[newRow] [newCol] . parentY

foundDest

» >> path;

row = newRow, col = newC

Slika 5.13. Nastavak aStarSearch metode

>> path;
row = newRow, col = newCol;
e (I(nodes[row][col].parentX == row & nodes[row][col].parentY =
path.push (make_pair(row, col));
tempRow = nodes[row][col].parentX;
tempCol = nodes[row][col].parentY;
row = tempRow;
col = tempCol;

path.push(make_pair(row, col));

while (!path.empty()
pair<int, > p = path.top();
path.pop();

cout << "-> (" << p-first << ",

<< p.second << ")";

endl;

IclosedList[newRow] [newCol] && isUnBlocked(grid, newRow, newCol)) {
gNew = nodes[i][j].g + 1.0;
hNew = calculateHValue(newRow, newCol, des
FNew = gNew + hNew;

nodes[newRow] [newCol].f == numeric_1i >::max() || nodes[newRow][newCol]l.f > fNew
openList. insert(make_pair(fNew, make_pair(newRow, newCol)});

nodes[newRow] [newCol]
nodes[newRow] [newCol

| Fhew;

1
nodes[newRow] [newCol

1

1

g = gNew;
.h = hNew;

_parentX = i;
_parentY = j;

nodes[newRow] [nen
nodes[newRow] [ne

1
1
1
1

1
1

f (!foundDest) {
cout << "Fails find the ation

Slika 5.14. Kraj aStarSearch metode
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Na kraju imamo main metodu ovog programa koja je prikazan na slici 5.15. U ovoj metodi
postavljamo dvodimenzionalno polje sa velicinom ROW i COL koje su definirane na pocetku
programskog koda. U ovom polju 1 predstavlja put kroz koji se moze prolaziti, a 0 je zid, tj. gdje
se ne moze prolaziti. Definiramo izvor i odredis$ni ¢vor do kojeg Zelimo do¢i 1 mjerimo vrijeme
koje je bilo potrebno za pronalazak najkra¢eg puta do odredista. Efikasnost ovog algoritma je
velika zato $to kombinira elemente i Dijkstrinog algoritma sa heuristikom. Vremenska
kompleksnost ovog algoritma ovisi o heuristici gdje dobra heuristika i predvidanje mogu znacajno
ubrzati pretrazivanje. Kompleksnost u najgorem slucaju je O(b“) gdje je b faktor grananja koji
predstavlja prosjec¢an broj susjednih ¢vorova koji se mogu istraziti od zadanog ¢vora, d je dubina

rjeSenja Sto je broj koraka od pocetka do odredista.

main() {
grid[ROW][COL ]
1, 1, 1, 1, 1, :

pair< . > src = make_pair(@, 0);
pair< . > dest = make pair(5,
start = high resolution
aStarSearch(grid, src, dest
end = | resolution_
duration = duration_cast<mic start).count();
cout << "Vrijeme potrebno za pronalazak najkraceg puta je: " << duration << " ms" << endl;
return @;

Slika 5.15. Main metoda algoritma

Odrediste pronadeno!
Ovo su indeksi polja najkraceg puta:
-» (0,0)-> (1,0)-> (2,0)-> (3,0)-> (4,8)-> (5,8)-> (6,0)-> (6,1)-> (6,2)-> (5,2)

Vrijeme potrebno za pronalazak najkraceg puta je: 1353 ms
PS C:\Users\Igor\Desktop\Faks i zadace\zavrsni rad> I

Slika 5.16. Krajnji rezultat pronalaska puta A* algoritma
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Slika 5.16. nam daje rezultat pronalaska najkraceg puta od izvora do odredisnog ¢vora. Vidimo
pocetni ¢vor koji je na poziciji (0,0) Sto oznacava indeks mjesta u matrici i smjer preko kojih
indeksa matrice je pronaden odrediSni ¢vor. U tablici 5.5. imamo osam uzastopnih mjerenja

pronalaska puta kod A* algoritma i u tablici 5.6. vidimo statistiku tih osam mjerenja.

Tablica 5.5. Rezultati mjerenja
1. 1.263 s
1.277 s
1.591s
1.595 s
1.475 s
1.500 s
1.708 s
1.456 s

Sl e AT B Il B

Tablica 5.6. Statistika temeljena na 8 mjerenja

Statistika Vrijednost

Srednja vrijednost 1.483 s
Medijan 1.4875 s
Standardna devijacija 0.144 s
Minimalno vrijeme 1.263 s
Maksimalno vrijeme 1.708 s
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Ovdje vidimo brzinu A star algoritma i kako je ovaj algoritam vrlo pogodan za efikasno
pronalaZenje najkraceg puta kao Sto su karte, specifi¢no ,, Google Karte “ koriste ovaj algoritam u
kombinaciji s Dijkstrinim algoritmom, GPS sustavi, video igrice ili nekakva podrucja s puno
prepreka. Dijkstrin algoritam je poseban slucaj A star algoritma za koji je heuristika 2 = 0 za sve
¢vorove gdje nema pretpostavki koliko koraka nam treba do odredista, tj. tezina tog puta. Najveci
problem A star algoritma je velika prostorna kompleksnost koja je O(b ) pogotovo ako se treba
implementirati na sustave koji su memorijski ograniceni, ali je svakako A star algoritam cesto je
najbolje rjeSenje za puno slucajeva. Vremenska kompleksnost ovog programskog rjeSenja je

takoder O(b 9).

5.4. Implementacija Floyd - Warshallovog algoritma
Za potrebe implementacije ovog algoritma koristit ¢emo isti graf kao kod Dijkstrinog algoritma

samo S$to ¢e ovaj algoritam pronalaziti najkraée puteve izmedu svih parova u grafu. Graf mozemo

vidjeti na (Slika 5.17.).

Slika 5.17. Primjer tezinskog grafa

Graf predstavljamo pomocu vektorskog oblika spremanja podataka koji je prikazan na slici 5.18.
Prvi red vektora predstavlja s kojim ¢vorom je prvi ¢vor spojen, dakle brojevi u prvom redu vektora
su tezine do ¢vorova od 1 do 6, a INF predstavlja ne postojanje izravne povezanosti dva ¢vora, tj.
beskonacnost. Cjelobrojni podatkovni tip (engl. integer) V predstavlja broj vektora, tj. broj ¢vorova

kojih imamo u grafu i na taj nacin ih predstavljamo. Glavna dijagonala nam govori ima li ¢vor put
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do samog sebe i ako nema stavlja se 0 kao element na dijagonalu, a ako ima stavlja se vrijednost
tezine na taj indeks dijagonale gdje ¢vor ima petlju u sebe. Na kraju ,,main“ metode imamo
precizan sat s kojim mjerimo vrijeme izvedbe algoritma. To radimo na na¢in da oduzimamo krajnje

vrijeme od pocetnog vremena funkcije i dobivamo vrijeme u milisekundama. (Slika 5.18.)

main() {
BROJ_CVOROVA = b;

>> grat = {
INF, INF, 7, INF},
3, INF, 2, INF},
INF, 3, ®, 5, INF, INF},
INF, INF, 5, 8, 6, 4},
7, 2, INF, 6, @, INF},
INF, INF, INF, 4, INF, ©

pocetak = high_ lution_clock: :now();
floydWarshall(graf, V

kraj = high_r
vrijeme = [ j - pocetak).count();

v n

cout << "\nVrijeme potrebno za pronalaz: ajkrac uta je: " << vrijeme << " ms" << endl;

return @;

Slika 5.18. Main metoda algoritma

Imamo glavnu, tj. ,flovdWarshall“ metodu koja prima vektor kao strukturu podataka, graf koji
stvorimo 1 cijeli broj V' koji oznaCava broj ¢vorova. Cjelobrojna konstanta INF predstavlja
beskonacno veliki broj i postavljen je na maksimalnu vrijednost koju cjelobrojni podatak int moze
cuvati u sebi 1 taj podatak nam govori da nema direktnog puta izmedu neka dva ¢vora. Na pocetku
metode pravimo kopiju 2D vektora koja ¢e sluZiti za Cuvanje najkra¢ih udaljenosti izmedu
¢vorova. Algoritam radi tako Sto radi iteracije kroz sve parove ¢vorova ,,i “ 1,7 “ 1 provjerava je li
put kroz ¢vor .k kraCi. lzraz ,dist[i][j] = min(dist[i][j], dist[i][k] + dist[k][j])“ azurira
udaljenosti od ¢vora ,,i“ do ¢vora ,,j“ kroz ¢vor ,.k* ako je put kra¢i od prijasnjeg zabiljezenog
puta. To se radi za svaki ¢vor £, i, j. Nakon toga imamo blok koda koji radi ispis redaka i stupaca
koji oznacavaju redni broj ¢vora i1 ispod toga se radi ispis matrice koja prikazuje nakrace
udaljenosti izmedu svakog para ¢vorova. Ako je udaljenost 1 dalje /NF, to znaci da put izmedu ta

dva ¢vora ne postoji. (Slika 5.19.)
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using
INF = numeric_limits< >:max();
floydWarshall( tor e >>& graph, V) {
>> dist = graph;

0; k < V; k++) {
i=0; 1i<V; it+
j=0; 3 <V; g {
if (dist[i][k] != INF && dist[k][j] != INF && dist[i][k] + dist[k][j] < di
dist[1][j] = dist[i][k] + dist[k][]

cout << "N: 1zmedu h o \n" << endl;
cout << " ;
for ( i=0;7«<

cout << j +1 <<

1
T
cout << endl;
cout << "\n

J=8; jJ<V; j++
if (dist[i][j] == INF) {
cout << "INF “;

1

cout << dist[i][3] <« " 7

cout << endl;

Slika 5.19. Programski kod algoritma FloydWarshall
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Najkraca udaljenost izmedu svih cvorova:

1 2 3 4

18
12 12 9 4 186 ©
PS5 C:\Users\Igor\Desktop\Faks i zadace\zavrsni rad>

Slika 5.20. Ispis matrice najkracih udaljenosti

(Slika 5.20.) prikazuje krajnji ispis ovog programskog koda i pokazuje najkrace udaljenosti izmedu

svih parova ¢vorova.

Na tablici 5.7. imamo rezultate osam uzastopnih mjerenja pronalaska najkraceg puta svih parova

u grafu pomocu Floyd-Warshallovog algoritma.

Tablica 5.7. Rezultati mjerenja
1. 3.543s
4208 s
3.756 s
3.990 s
5.510s
3.806's
3.704 s
3.834s

x| S Y RN
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Tablica 5.8. Statistika temeljena na 8 mjerenja

Statistika Vrijednost

Srednja vrijednost 4.044 s
Medijan 3.82s
Standardna devijacija 0.584 s
Minimalno vrijeme 3.543 s
Maksimalno vrijeme 5.51s

Tablica 5.8. nam daje statistiku mjerenja pronalaska puta Floyd - Warshallovim algoritmom za

pronalazak svih parova ¢vorova u grafu s primjera.

Na temelju ovih rezultata vidimo efikasnost i brzinu ovog algoritma za pronalazenje svih parova
¢vorova u grafu, tj. sve kombinacije ¢vorova u grafu. Vremenska kompleksnost ovog algoritma je
O(V *) zbog toga $to imamo 3 ugnijezdene petlje. Floyd - Warshallov algoritam je pogodan za
koriStenje u raznim mreZznim primjenama, povezivanju zrakoplovnih letova, analiziranju

prostornih podataka za GIS sustave.
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6. ZAKLJUCAK

Zadatak zavrSnog rada je implementirati razne algoritme za pronalazak najkradeg puta u
programskom jeziku C++ 1 nakraju ih analizirati i usporediti. U radu su opisani najpoznatiji
algoritmi za pronalazak najkraceg puta, na koji nacin rade i koji algoritam je pogodan za primjenu
1 rjeSavanje problema. KorisSteno je predstavljanje grafova pomocu matrice susjedstva, Sto je
ucinjeno zbog jednostavnosti rukovanja s podacima i spremanjem u memoriju. Takoder su u
zavrsnom radu opisane karakteristike 1 funkcionalnosti programskog jezika C++ i taj programski
jezik koristimo zbog velikih brzina izvodenja. Svakom algoritmu mjerimo brzinu izvedbe, tj.
koliko vremena je algoritmu potrebno da pronade najkrace puteve od izvora do svih ostalih
¢vorova ili najkrace puteve svih kombinacija parova ¢vorova, radimo to 8 puta i radimo statistiku
najbrzi 1 najsporiji rezultat, standardnu devijaciju, medijan i srednju vrijednost. Algoritmi koriste
razne podatkovne strukture kao Sto su polja, odnosno vektori i matrice i time smo uspjesno
predstavili razne grafove u racunalnom obliku za lakSe rukovanje s podacima. Svaki od tih
algoritama se moZze primijeniti na razli¢ite veliine grafova, a ne samo na zadane u glavnom dijelu
zavrSnog rada. Na kraju rada usporedujemo dobivene rezultate raznih algoritama. Usporedili smo
brzine izvodenja srodnih algoritama koji rjeSavanju sli¢ne probleme i zakljucili za koje namjene
je najbolji pojedini algoritam i koju vrstu problema on rjesava. Prednost Dijkstrinog algoritma je
mala vremenska i memorijska kompleksnost i brzina S$to ga ¢ini pogodnim za koriStenje u
memorijski ograni¢enim sustavima. Bellman — Fordov algoritam ima moguénost rukovanja s
negativnim teZinama bridova, ali ima znacajno vecu kompleksnost u odnosu na Dijkstrin
algoritam, ali se to moZe poboljsati s opisanim metodama u uvodu rada. A star algoritam je vrlo
svestran zbog svoje jednostavnosti i efikasnosti pronalazenju puta. Problem A star algoritam je
odredivanje heuristicke funkcije i1 potreba za optimizacijom. Floyd — Warshallov algoritam je
poprili¢no jednostavan algoritam za implementirati, pronalazi sve parove ¢vorova i moze raditi s
negativnim teZinama bridova 1 negativnim ciklusima, ali ima veliku vremensku 1 memorijsku
kompleksnost. Pogodan je za koriStenje u gustim grafovima i s optimizacijom postaje svestran

algoritam.
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SAZETAK

U ovom zavr$nom radu cilj je bio opisati, pojasniti i usporediti najpoznatije i optimizirane
algoritme za pronalazak najkraeg puta u grafu s naglaskom na njihovu implementaciju i
usporedbu u programskom jeziku C++. Problem najkraceg puta je temelj za razne primjene u i

rjeSavanje problema u racunarstvu, mreznom usmjeravanju i logistici.

Prvo, predstavljamo osnovni koncept grafa i problem najkraceg puta, definiramo grafove, $to su
bridovi, tezine, ¢vorovi, usmjereni i neusmjereni graf, te graf s pozitivnim i negativnim tezinama.
Nakon toga definiramo nacin na koji prikazujemo grafove u matematickom i1 racunalnom smislu
za najlakSe pohranjivanje 1 rukovanje s njima te kako bismo ih mogli implementirati u
programskom jeziku. Poslije detaljno opisujemo klju¢ne algoritme za pronalazak najkrac¢eg puta
u grafu, radimo detaljnu implementaciju tih algoritama u C++, usporedujemo im performanse 1

testiramo ih s razli¢itim podacima.

Zavr$ni rad zaklju¢ujemo sa savjetima za odabir odgovarajuéeg algoritma ovisno o potrebama i

zahtjevima problema.

Kljucne rijecdi: algoritam, ¢vor, graf, matrica, put
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ABSTRACT

Title: Algorithms for finding the shortest path in a graph in C++ programming language

This undergraduate thesis task was to describe in detail, explain and compare most common and
optimized algorithms for shortest path problem in graph with accent on their implementation and
comparison in C++ programming language. Shortest path problem is base for different system

implementations in computer science, network routing and logistics.

Firstly, we introduce base concepts of graphs and shortest path problem, defining graphs, what are
edges, weights, nodes, or vertices, directed and undirected graph and graph with positive and
negative edge weights. After that we define principle and mathematical form how we represent
graphs in computer science for easiest storing in memory and handling with them so we could
implement them in programming language. With detailed description we define key algorithms for
shortest path problem in graph, making detail implementation in C++ of every described
algorithm, we compare their performance and test them with different data sets. This work is

concluded with tips for choosing appropriate algorithm depending on system and problem needs.

Key words: algorithms, matrix, node, path, vertex
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PRILOZI

Za pomo¢ u racunanju statistike s izmjerenim rezultatima svih algoritama, koristio sam kratku
skriptu koju sam napisao u programskom jeziku Python za raCunanje srednje vrijednosti,

standardne devijacije, minimalne, maksimalne vrijednosti i medijana.

vremenska ocitavanja = [1.257, 1.281, 1.914, 1.436, 1.62, 1.632, 1.678, 1.44]
srednje_vrijeme = np.mean{vremenska ocitavanja)

medijan = np.median(vremenska ocitavanja)

standardna_devijacija = np.std(vremenska ocitavanja)

min_vrijeme = np.min(vremenska ocitavanja)

max_vrijeme np.max(vremenska_otitavaﬂjaﬂ

"Srednja vrijednost: {srednje vrijeme}")
print(f"Medijan: {medijan}"

print {min_vrijeme}")

(
(
print(f"Standardna devijacija: {standardna devijacija}")
( .
(

print(f"Maksimalno vrijeme: {max_vrijeme}")

P. 1.1 Skripta programskog koda python za raunanje statistike.
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