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1. UVOD

Ovaj zavrS$ni ima zadatak ispitati algoritme za djeljivost. Kako bi se pojedini dijelovi i
pojedina svojstva pojasnila potrebno je definirati strukturu samih algoritama kao funkcije koja
nosi odredene zadatke. Kako bi se pojasnio algoritam za djeljivost potrebno je definirati pojedine
segmente djeljivosti potkrijepljene teorijskom matematikom. Svaki algoritam nosi matematicku
strukturu koja po tome ima razlicite zadatke izvrSavanja prema razli¢itim redoslijedima. Ovaj rad
detaljnije ¢e pojasniti zadane strukture prema ispitivanju djeljivosti.

Rad ¢e prikazati primjer algoritma koji se upotrebljava za ispitivanja djeljivosti. Kao
okosnicu 1 formalni primjer koristit ¢e se Euklidov algoritam koji predstavlja strukturalan
primjer. Ovaj zavrsni rad sastoji se od samoga uvoda koji se nastavlja poglavljem posvecenom
algoritmima od samoga nastanka kroz povijest do svojstva i primjera. Slijedi teorem o djeljivosti
koji postavlja uvjet funkcionalnosti samoga algoritma, te Euklidov algoritam kao primjer
algoritma za ispitivanje djeljivosti. Zavrsno poglavlje nosi naslov dokazi algoritma kojima ¢e biti
potkrijepljene pojedine tvrdnje i sadrZaji cjelokupnoga rada kroz zadane primjere koji se koriste i
u pojedinim programskim jezicima.

Problem nastaje kod samog pojaSnjavanja algoritama, Sto je zapravo algoritam i koju
informaciju odnosno funkciju on ima, stoga je potrebno detaljno opisati algoritme koji su vezani
za odredene radnje i1 time ¢ine odredeni naputak za izvrSavanje pojedinog zadatka. Koja su
svojstva algoritama 1 pojedini primjeri za pojaSnjeno djelovanje i rad istih ¢ine elementarni dio
rada kojim je potrebno prvenstveno prikazati koriStenje i svrhu istih.

Ovaj rad interpretiran je kroz nekoliko cjelina, prva i osnovna cjelina ¢ine sami algoritmi
koji su predstavljeni kroz svoje znaCenje , zatim slijedi poglavlje opisivanja matematicke
podloge za pojasnjenje djeljivosti. Zatim slijedi poglavlje koje opisuje daleko najvazniji
algoritam elementarnoga znacenja odnosno Euklidov algoritam i za kraj slijedi poglavlje u kojem

¢e biti interpretirani algoritmi za ispitivanje djeljivosti u razli¢itim programskim jezicima.



2. ALGORITMI

Algoritmi su sastavni dio svakodnevice, ali u razli¢itim oblicima, Sto se interpretira
kao svakodnevno rjeSavanje problematike odnosno svakodnevno rjeSavanje pojedinih
operacija. Svakodnevica je time poistovjecena s razli¢itim obavljanjem zadanih operacija u
vidu poslova sa zadanom naznakom na odredeni zadani redoslijed. To rjeSavanje pojedinih
poslova krece jos od Covjekove mladosti kada dijete oponasanjem odraslog stjece odredene
navike i odredena ucenja §to se svojevrsno takoder moze predstaviti kao zadani algoritam.
Kao najjednostavniji primjer kojim bi se docaralo svojstvo algoritma, uzeo sam primjer sa

prelaska ceste. Ovaj primjer se svodi na nekoliko koraka:

- Pogled na lijevo

- Pogled na desno

- Ako je vozilo na cesti u pokretu — stati i ¢ekati

- Ako nema vozila u pokretu na cesti — pripremiti se za prelazak ceste

- Ubrzani prelazak ceste

Ovo je samo jedan od niza svakodnevnih algoritama, no pojedine upute za koriStenje
primjerice kuc¢anskih aparata ili odredenih drugih strojeva u poslovnom okruzenju, takoder se
mogu smatrati svojevrsnim algoritmom jer se radi o zadanom naputku s odredenim

redoslijedom za obavljanje odredene operacije.

Algoritam kao rije¢, po prvi puta se pojavljuje u perzijskom podneblju, od strane
priznatog matemati¢ara Muhamed ibn Musa al Horezmi u prijevodu s arapskog jezika to bi

znacilo: Muhamed sin Muse iz Horezma koji je zivio u IX. stoljecu.[2][4]



Slika 1.1. Muhamed ibn Musa al Horezmi

To postojanje 1 prvobitno predstavljanje algoritma bilo je otkriveno tek nakon S$to se
pojavila knjiga prevedena na latinski. Knjiga na arapskom je izgubljena, no u prijevodu knjige
na latinskom iz XII. stolje¢a se ispred svakog pravila navodi “Dixit Algorizmi”. Muhamed ibn
Musa al Horezmi je razradio i u svojoj knjizi opisivao pravila za provodenje aritmetickih
operacija s odredenim zapisima u obliku brojeva unutar dekadskog oblika. “Dixit Algorizmi”
u prijevodu znaci “Algorizmi je govorio”, time je dana naznaka da se s latinskog prijevoda
koristio zadnji dio imena odnsono ,,al Horezmi* §to je pretvoreno u Algorizmi. Ovaj prvobitni
oblik latinskog smatra se kao pretea onom pravilnom latinskom, prema ostalim latinskim
tekstovima 1 zapisima se rijec ,,Algorizmi* pretvorila u ,,Algoritmus® §to je u prijevodu na
hrvatskom ,,Algoritam®. Iz svega se moze zakljuciti da je rije¢ deformirana iz koje se
apsolutno ne moze izdvojiti ime ¢ovjeka koji je zasluzan za to ali 1 natpis prije samih pravila
od Cega se “Algoritam je govorio” pretvara u “Algoritam glasi”. Tako je nastao pojam 1 od
tada se koristi rijec¢ algoritam za pravilo. No, sam pocetak koristenja algoritma kao rijec 1 kao
uputa odnosno pravilo, koristi se samo kao pravilo za racunanje brojeva unutar dekadskog
sustava brojeva. Nakon Cega se kroz razliite periode unutar viSe stoljeca rije¢ algoritam
pocela koristiti kao naziv za pravila obavljanja raznih zadataka i operacija. Nastavak ¢e

prikazati tri primjera algoritama te svojstva istih.[4]



Primjer 1.

Jedna vrsta algoritama koji se mogu Koristiti kao primjer unutar svakodnevnog zivota
su recepti za kuhanje. Kada je u pitanju recept prema kojemu se pravi zadano jelo postoji
odreden broj sastojaka koji Cine tzv. input. Nakon opisa sastojaka i koli¢ine istih postoji
naputak prema kojemu se zadanim redoslijedom priprema svaki sastojak pojedinacno te
dolazi do mijeSanja ve¢ izvrSenih manjih postupaka te novih sastojaka u jednu krajnju cjelinu
ili ¢ak viSe njih. Unutar ovoga primjera svojstva algoritma ¢ine pocetni sastojci koji su jasno
definirani odredenom zadanom koli¢inom. Rezultat je jelo koje je napravljeno zadanim

naputkom

Primjer 2.

Kao algoritam u svakodnevnom zivotu moze biti i uputa za sijanje pojedinih
poljoprivrednih kultura, gdje se neposredno prije sijanja mora pripremiti tlo te uz same inpute
poput sjemenki naznaciti i ostale inpute poput gnojiva i sli¢no, $to znaci da ulaznih veli¢ina
ima viSe. Prema zadanim uputama postoje odredena pravila koja trebaju biti postivana kako bi
cjelokupni krajnji rezultat bio izvrSen na najpravilniji nacin. Svojstva ovog algoritma ¢ine
sjemenke kao glavna ulazna veli¢ina pa do vode 1 gnojiva koji su bitni faktori za izvrSavanje.

Rezultat ¢ini bilje poljoprivredne kulture koje je nakon odredenom vremena dalo plod.

Primjer 3.

Kao tre¢i primjer prikaza nacina algoritama postavlja se zadatak u vidu zbrajanja
dvaju ili vise decimalnih brojeva u dekadskom sustavu sa zapisom brojeva ¢iji su cijeli ili
razlomljeni dijelovi razdvojeni decimalnom toCkom. Ali s odredenim naputkom koji
predstavlja algoritam te glasi: Napisati decimalne brojeve jedan ispod drugog tako da
znamenke iste tezine budu u istom vertikalnom stupcu decimalne toc¢ke su pritom jedna ispod
druge. Ako kod nekih brojeva lijevo ili desno nedostaju znamenke, zamisliti da su na tim
mjestima zapisane nule. Zatim zbrajati znamenke u istom stupcu i pribrajati im eventualni
prijenos s nizeg mjesta. Pocinje se zbrajanjem zdesna brojevnim mjestom najmanje tezine i
smatra se da je tu prijenos jednak nuli. Postupak se zaustavlja kada se dosegne krajnji lijevi
stupac. 1z ovoga primjera svojstvo algoritma predstavlja se kao decimalni broj. Rezultati su
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naravno decimalni brojevi koji su dobiveni zbrajanjem, s naznakom na viSe rezultata 0dnosno
viSe output parametara.[ 8]

Ovim primjerom daje se naznaka na sam algoritam koji mora biti sastavljen od
konac¢nog broja koraka koji ukazuju na zadani slijed operacija koje treba izvrSiti nad pocetnim
objektima odnosno parametrima. Svaki korak opisan je odredenom instrukcijom, te
izvrSavanje algoritma naziva se algoritamskim procesom. Tijekom vrSenja algoritamskog
procesa moze doci do pojave medurezultata kao dodatna pojava. Za obavljanje algoritma
potreban je izvoditelj algoritma, koji razumije algoritam i zna to¢no obaviti svaki korak
algoritma. Trajanje algoritamskog procesa odredeno je brzinom kojom izvoditelj obavlja
korake algoritma. Ovisno o specijaliziranosti odredeni algoritmi mogu se primijeniti samo s
ovisnos$¢u na odredene pocetne parametre, dok pojedini dopustaju razli¢ite vrste ulaznih
parametara, sve ovisi kako je algoritam definiran od strane osobe koja piSe algoritam. Kao
primjer za pripremanje jela naveden je u smislu specijaliziranog algoritma dok je primjer
decimalnih brojeva naveden kao algoritam u svrhu opcenitog algoritma, jer dozvoljava
zbrajanje opcenito bilo kojih decimalnih brojeva. Algoritam je uporabljiv ako se za bilo koji
¢lan iz pocetne klase objekata moze dobiti rezultat iz klase dozvoljenih zavr$nih objekata u
kona¢nom vremenu, tj. uz kona¢ni broj koraka u algoritamskom procesu, odnosno algoritam
je neuporabljiv ako se njegovo izvodenje ne moze zavrsiti u kona¢nom vremenu ili ako se u
nekom koraku pojavi prepreka koja onemogucava dovrsenje koraka.[4][8]

Treba naglasiti da se koriStenje algoritama kao naziv 1 kao operacija sve do sredine 20.
stolje¢a, odnosno tijekom drugog razdoblja koristenja algoritama, koristi samo od strane
matematiCara. Do sredine 20. stoljeca bilo je sve povezano sa samim racunskim dijelom, tada
se dogada revolucija u CovjeCanstvu odnosno pojavljuje se racunalo po prvi puta. Time se
pojam algoritama preslikava u raCunarstvu, s naglaskom na sve grane ove znanstvene
discipline. No, iako je racunarstvo prvo pocelo upotrebljavati pojam algoritma postoje i druge
grane koje su tada poceli koristiti sinonim algoritma. Tada se za pojam algoritma postavlja
znacenje koje glasi ,,Pravilo za postizanje Zeljenog rezultata®.

Matematicari i matematika kao znanstvena disciplina i dalje koristi algoritme u svrhu
izuCavanja na sustavan teorijski nacin. Ovaj dio teorijske matematike sustavno izuCava
algoritme na nacin da se proucavaju moguci oblici algoritama te proucava svojstva istih. No,
treba naznaciti da se izucavanje algoritama bavi disciplinom koja utvrduje postavljena pravila
ka nekom cilju $to je i sama svrha algoritma. [zu€avaju se algoritmi u cjelokupnom obliku kao

skup jasno utvrdenih pravila za dostizanje odredenog rezultata.



Neizostavan dio povijesti upravo je razvoj racunala ili bolje reCeno nagli razvoj
racunala, gdje su algoritmi dosegnuli svoj vrhunac i pri tome se ¢ovjek prilagodio rjeSavanju
problematike i samih matematickih zadataka uz pomo¢ racunala. Kako bi racunalo imalo
svojstvo rjesavanja odredene problematike ili odredenih potreba ka konacnom cilju potrebno
je prikazati cjelokupan postupak kroz nekoliko koraka (ovaj naputak takoder je jedan

algoritam):

- Formuliranje problematike

- Matematicki oblik problematike

- lzrada algoritma

- Programiranje uz pomo¢ odredenog programskog jezika
- lzrada testnog primjerka

- Testiranje

- Konadan rezultat 1 analiza

Svaki od navedenih koraka zahtjeva odredena znanja te stru¢ni kadar uz zadane tehnike
rjeSavanja problema. Rad tako opisuje odredenu problematiku kod matematicke discipline
djeljivosti.

Algoritam ima 1 zadanu definiciju koja se koristi danas kako bi se pojasnilo $to je zapravo
algoritam, tako definicija glasi: ,,Algoritam je skup pravila koja opisuju rjeSavanje nekog

problema u kona¢nom broju koraka*.[2]

Svaki algoritam ima i pojedine osobine:

- Konacnost (svaki algoritam zavr$ava nakon zadanog broja koraka)

- Definiranost (svaki korak prilikom izvrSavanja algoritma mora biti precizno
definiran — svaki segment tijekom izvodenja unaprijed je predefiniran i
nedvosmisleno specificiran)

- Ulaz (prilikom izvrSavanja algoritma mogu se unijeti zadane ulazne vrijednosti —
Sto je bitno kod kreiranja zadanih algoritama poput algoritma za ispitivanje
djeljivosti)

- lzlaz (svaki algoritam mora imati izlaznu veli¢inu kao rezultat — moze biti i vise

izlaznih veli¢ina)



- Efikasnost (svaki algoritam mora biti efikasan u konacnici te dati traZzeni rezultat)

Kako bi svaki algoritam imao odredenu korisnost odnosno efikasnost on mora biti formiran uz
pomo¢ zadanih nacina predstavljanja algoritama.

Formiranje algoritma smatra se najkreativnijim dijelom izrade samoga algoritma jer se samim
formiranjem objedinjuje mnogo struktura kojim se pokusSava pronaéi zadano rjeSenje za

problematiku, formiranje algoritma izvodi se uz pomoc¢:

- Prirodnog jezika
- Dijagrama toka

- Pseudo koda (koji je u ovom radu najvazniji)

Prilikom definicije zadanih formiranja potrebno je naglasiti da u konac¢nici svi na¢ini moraju
dati konkretan rezultat koji dakako mora biti jednak, no sve ovisi o slozenosti i disciplini
problematike. Ako se primjerice radi o samoj djeljivosti zadanih brojeva prirodni jezik
funkcionira na nacin da se cjelokupan proces vrsi na prirodan nacin $to dovodi racunalo u
probleme jer se rije¢ima mogu definirati odredeni koraci prilikom unosa, no racunalo samo po
sebi sintaksu prirodnog jezika ne razumije stoga je potrebna raCunalna sintaksa koja je
preduvjet svakog programskog jezika. Za razliku od prirodnog jezika dijagram toka Koristi
odredene simbole odnosno graficke simbole koji su povezani odredenim usmjerenim linijama
jer se naravno radi o pojedinim koracima koji su zadani redoslijedom. Ova tehnika poprili¢no
je popularna jer je mnogo lakSa od samoga pseudo koda kojega izvrSavaju sami programeri,
no isto tako uz pomo¢ simbolike iz dijagrama toka postoje mogucnosti prenosenja dijagrama
toka u programski kod $to je 1 dalje najsigurnije izvrSavati ljudskom rukom jer ako racunalo
izvr§ava ovaj postupak moZze do¢i do zadane problematike. Time dolazi u opticaj najvazniji
nacin formiranja algoritma, a to je pseudo kod.[1][8]

Pseudo kod je tehnika za formiranje algoritma koja je sli¢na prirodnom jeziku, no za
razliku od prirodnog jezika pseudo kod koristi unaprijed preciznu sintaksu, a posto se radi o
rije¢ima koje su unaprijed definirane i znacenje je onda lakSe za izvr$iti, odnosno semantika je
jednostavnija. Pseudo kod predstavlja poveznicu izmedu prirodnog i programskog jezika.
Poveznicu ¢ini djelotvornost jer je jednostavan za shvacanje s ljudske strane, ali i dovoljno

jednostavan za daljnje transformacije u razli¢ite sintakse programskih jezika.



Pseudo kod funkcionira na taj nacin da se kroz nekoliko koraka primjerice za djeljivost

predstavlja odredeni niz rijeci i znakova. Sljedeci primjer pojasnjava dijeljenje dvaju brojeva.

1. Korak —unos (read a, b)
2. Definiranje—c(c=a/b)
3. Konacan rezultat (display c)

Prednosti pseudo koda su jednostavnost prilikom ucenja i jednostavnost za prevodenje u

programski jezik zbog same sintakse.

Algoritam

ulaz

\ algoritamski
koraci

1zlaz

Slika 1.2. Prikaz jednostavnog algoritma

Kada se spominje problematika, podrazumijeva se zadatak kojega je potrebno izvrsiti,
no u danasnje vrijeme jasno je da je takav zadatak potrebno izvrSiti na racunalu. Problematika
takve vrste definirana je preciznom specifikacijom Zeljenog ulazno-izlaznog odnosa. Kod
takve vrste definiranja potrebno je izjasniti o kakvoj se prirodi brojeva radi, jesu li ti brojevi u
takvoj situaciji da mogu biti jednaki i Sto ako unos ne bude ispravan $to algoritam onda

poduzima. Stoga se koriste formalni matematicki izrazi. Formalnim izrazima odredena se
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problematika zadaje odredenim ulaznim parametrom s ocekivanjima odredenog izlaznog
parametra, gdje oba parametra moraju zadovoljiti ocekivan oblik zbog same definicije
problema. Odnosno, algoritam rjeSava odredeni problem ukoliko se na ulaz algoritma
interpretira ulazni parametar za dovodenje do situacije odredenog problema te na izlaz dolazi
rjesenje zadanog problema prema zadanim koracima. Ovim pojasnjenjem dokazuje se da je
algoritam precizno naveden niz instrukcija koje racunalo treba izvrsiti kako bi u konacnici
problem bio otklonjen ili jo§ preciznije reCeno svrha je transformacija svake instance
problema u njeno jedinstveno rjeSenje. Sada se ve¢ moze primijetiti da se radi 0 jasnim
pravilima i jasnom prijelazu u stupanj pojasnjenja u vidu raunarstva. Stoga algoritam u vidu

raunarstva ima takoder zadane korake pojasnjenja, koji glase, ([2][4]) :

- Algoritam ¢ini postupak od kona¢nog broja koraka za izvrSavanje na racunalu

- Algoritam je predodreden nedvosmislenim instrukcijama za izvodenje odnosno
izvrSavanje

- Algoritam je uvjetovan ispravnim i korektnim postupkom, $to znaci da se za svaku
instancu problematike koja se nalazi na ulazu mora dobiti njeno odgovarajuce

rjeSenje na izlazu, s preduvjetom da su ispunjeni svi koraci unutar algoritma.

Ranije je navedeno da pisanje algoritama dolazi od strane stru¢njaka za pojedina polja,
koji tijekom segmentacije odredenih problema imaju na umu o kakvoj se vrsti problematike
radi te su upuceni u sve segmente, ¢ime se dotice dio koji se naziva dizajn algoritma. Za ovaj
proces ne postoji zadana formulacija ve¢ je cilj da odredena osoba koja zadovoljava sve
kriterije za obavljanje djela posla s pisanjem algoritma ima i odredeni dasak kreativnosti i
odredena znanja koja vode ka rjeSavanju opisnog dijela instrukcija za pojedini zadani
algoritam. Stoga postoje i ve¢ ranije definirane zadane metode odnosno algoritmi za
rjeSavanje odredene problematike.

Kada se govori o rjeSavanju problematike na raCunalu, uz pomo¢ ve¢ kreiranih
algoritama ili ako se kreiraju neki jednostavniji algoritmi, postavlja se pitanje uporabe
radunalnih resursa. Zelja korisnika je dakako smanjiti vrijeme rjeSavanja problematike i
memorijskih zahtjeva. Time se dotice i segment vremenske 1 memorijske sloZenosti algoritma
Sto je dakako druga disciplina ali je potrebno navesti istu.

Prilikom uvodenja algoritama u raCunalni svijet u ovom radu dolazi se do najvaznije
tocke koja se poistovjecuje s raCunalnim modelom. Kada se spominje racunalni model treba
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naglasiti da se algoritam uvjetuje racunalnim instrukcijama odnosno koracima kako je ranije
navedeno. Racunalni modeli ¢ine pojednostavljeni opis kojim se izbjegava racunalna
slozenost opisa postupka. Vrijeme i prostor odlikuju zadane parametre algoritama, no dakako
treba naglasiti da se setovi instrukcija za pojedino spremanje u memoriju i tako izvrSavanje ili
bolje reCeno brzina izvrSavanja drasticno mijenja s vremenom zbog samoga napretka
racunalnog svijeta. Tako primjerice prilikom pojave vise-jezgrenih procesora povecava se i
brzina izvrSavanja pojedinih instrukcijskih setova, a s poveéanjem memorije povecana je i
mogucnost izvrSavanja kompleksnijih i vec¢ih algoritama s velikim brojem ulaznih parametara.
Cilj stvaranja razli¢itih arhitektura je i povecanje resursa za $to brze izvrSavanje §to slozenijih
algoritama jer svaki unos i svaka prezentacija bilo kojeg segmenta rada na racunalu
interpretirana je kao odredeno izvrSavanje instrukcija $to u konacnici dovodi do rezultata, a
time cjelokupan proces izvrSavanja algoritama.[8]

Kako bi se ti koraci izrazili na najefikasniji i najprecizniji nacin stvaraju se programski
jezici koji su predefinirani iz pseudo kodova. Postupak pisanja algoritma cesto je uvjetovan
idejama koje znaju biti komplicirane, stoga je potrebno i pojednostavljeno izraziti zadane
instrukcije. Takoder je potrebno odredene specifikacije odgovarajuéeg postupka prikazati uz
pomo¢ niza instrukcija kojima se daju naredbe racunalu za izvr$avanje. Tako dolazi do dijela
kada se spominju algoritmi za rjeSavanje odredenog matematickog problema te uvjet za
programsku konstrukciju tih instrukcija. Ono ¢ini ukupnost matematickih objekata za
rjeSavanje problematike. Razlika je izmedu kreiranja algoritma i programskog koda jer se kod
programiranja odredenog software-a pazi na svaki najmanji detalj zbog sveopée moguénosti i
funkcionalnosti programa, dok je kod algoritma izrazena samo potreba za kreiranjem niza
matematickih objekata za koje sintaksa ima zadane simbole te nisu uvjetovani ostalim
simbolima za pravilnu sintaksu. Zbog ovih navoda se algoritmi koriste u formatu pseudo koda
koji dakako imaju elemente programskog jezika pa ih i rac¢unalo vidi kao takve. Pseudo kod
najéeS¢e sadrzi elemente zadanih programskih jezika poput jezika C, Pascala ili Java
programskog jezika. Stoga se koriste uobi¢ajeni koncepti programskih jezika poput zadanih
izraza 1 naredbi. U zadnjem poglavlju biti ¢e prikazani zadani primjeri koji ¢e definirati
odredeni algoritam za ispitivanje djeljivosti u zadanom programskom jeziku. No, prije svega
treba definirati djeljivost kao matematicku disciplinu kako bi se predstavio zadani algoritam,

te Euklidov algoritam kao pravi primjer algoritma.
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3. TEOREM DJELJIVOSTI

Kako se svaki naputak tijekom izrade bazira na odredenom shvacanju matematike,
algoritmi predstavljaju naputke u svrhu izvrSavanja odredenih matematickih operacija. Ovaj
rad predstavljen je kroz djeljivost, odnosno ispitivanje djeljivosti uz pomo¢ algoritma. No,
treba naglasiti da je djeljivost dakako jedan od najjednostavnijih, ali i jedan od elementarno
najvaznijih pojmova u matematici ili kako bi se reklo teoriji brojeva.

Prije svega treba napomenuti da postoje pojedina ve¢ unaprijed razumljiva opéa
pravila kada je u pitanju djeljivost. Treba naglasiti da su to pravila a ne definicije. Teoremi i

dokazi ¢e biti pojasnjeni u nastavku.[3][6]
Pravila glase:

a) Broj je djeljiv s 2 ako mu je posljednja znamenka 0, 2, 4, 6 ili 8;

b) Broj je djeljiv s 3 ako mu je zbroj znamenki djeljiv s 3;

¢) Broj je djeljiv s 4 ako mu je dvoznamenkasti zavrSetak djeljiv s 4;
d) Broj je djeljiv s 5 ako mu je posljednja znamenka 0 ili 5;

e) Broj je djeljiv sa 6 ako je djeljivis2is 3;

f) Broj je djeljiv s 8 ako mu je troznamenkasti zavrsetak djeljiv s 8;

g) Broj je djeljiv s 10 ako mu je posljednja znamenka O;

h) Broj je djeljiv s 25 ako mu je troznamenkasti zavrSetak djeljiv s 25;

i) Broj je djeljiv sa 100 ako su mu posljednje dvije znamenke 00;

Dijeljenje sa Z. Za broj a € Z kazemo da je djeljiv brojemb € Zipisesea: bilia|b (Cita
se na jedan od nacina: a je djeljiv sa b, a je sadrzalac broja b, a je umnozak ili visekratnik
broja b, b dijeli a)

ako I(qe Z)a=b-o-
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Teorem 1.

a)a|b=a|bc(vVce2)
b)a|bAb|c=a]c
c)albAaalc=a|(mb + nc)(vm,n € 2Z)

d)albaAb|a=a==b

e)aljbAra>0Ab>0=a<b

Dokaz 1.

a) alb=>3(qezZ)b=a-g=>bc=a(cq)=>albc

b) a|bAblc=3(q,s€Z)b=agAc=bs=c=a(gs)=>alc

c) albaalc=>3(g,seZ)b=agAc=as=>bm+cn=mag+nas=a(mg+ns)=a|

bm + cn

d) albAbla=>3(qeZ)b=agAbla=qgala=3(s€eZ)a=sga=a(l-sg)=0

dva slucaja:

(()a=0=b=0

(i) (1-sq=0)=>(q=1As=1)v(q=—1As=-1))=>b=avb=-a

e) (albra>0Ab>0)=>3(0<geZ)b=ag=>q>1=>b>a

Teorem 2.
Nekasu ai, a,...,€EkZiar+ a2 +..+ax=0

Ako su svi pribrojnici osim jednog djeljivi brojem p € Z, onda je i taj pribrojnik djeljiv

brojemp e Z
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Dokaz 2.

Bez umanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je

plaitaz+..+ak-1

Na osnovu definicije 1. slijedi

3 (01, 92, 1 € Z)ar =qip (i=12,...k-1)

Iz jednakostia; + a> + ... + ax =01 (*) slijedi
a=—(atat+..ta-1)=-priq =p(-25 q0)

a ovo znaci da je p | ax, Sto je dokaz.

Teorem 3.

Neka su a € Z i b € N. Tada postoje jedinstveni brojevi q, r € Z koji
vrijede:

a=bg+r0<r<b

Dokaz 3.
pregledom skupa S ={a—-bk: ke Z}iskupTc S, T={weS:w>0} (skup svih ne

negativnih brojeva skupa S).
Skup T nije prazan, jer je a — bk >0 ako je k< f, keZ

Kako je skup nenegativnih cijelih brojeva dobro ureden skup”, njegov svaki podskup, pa time

i skup T, ima najmanji element, primjerice x, pa je tada x = a — bk > 0 (jer pripada skupu T).
1z cega proizlazi da je a = X +bk .

Uzimasedajex=rik=q.Tadaje
(*) a=gk+r.

Ovim putem se dokazuje egzistencija brojeva q, r € Z za koje vrijedia=qgk + r
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Dokaz jedajeir<b
Akobibilor>b (r>0)tadajer>r—b,akako jeiz (*) r=a—bqslijedi
r>a—-bg—-b=a-(q+1)b>0

Dakle, r je najmanji element skupa T, a uz pretpostavku r > b zna se da postoji broj (=a—(q
+1)b ) iz skupa T (jer je ne negativan a pripada skupu S) koji je manji od r, pa iz r > b slijedi
da r nije najmanji element skupa T, $to je kontradikcija. Zakljucak je r <b.

Dakle, postojig,reZdajea=bhg+r 0<r<h.

Dokaz jedinstvenosti brojeva g, r € Z.

Pretpostavka g, r € Z nisu jedinstveni, $to zna¢i da postoje g1, r1 € Z, q # Q1 i r # r1 takvi da
vrijedi:
a=bg+r 0<r<b

a=bgi+rr 0<r<b

Oduzimanje jednakosti rezultira:

O=b(@-q)+(r—-r)=r—-r=b@-q)=b|r-r

Kakoje0<r<bi0O<ri<bodnosnor—ry<bslijedidajer.—r=0, odnosno
I = r1. iz ¢ega proizlazi (bq + r = bqgs + re A r =r1) = q = qz (Sto je kontradikcija

s pretpostavkom). Dakle, brojevi g, r €Z su jedinstveni.
Broj q nazivamo koli¢nikom a broj r ostatkom pri dijeljenju broja a

brojemb.b|laer=0

ako su a, b € Z da postoje jedinstveni brojevi g, r € Z takvidaje 0 <r <h.
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4. EUKLIDOV ALGORITAM

Kao jedan od najstarijih algoritama Cesto se spominje Euklidov algoritam, odnosno
spominje se jo§ u Euklidovim elementima prema kojemu je i dobio ime. Osnovna svrha ovoga
algoritma je odredivanje najveéeg zajednickog djelitelja. Treba naglasiti da Euklidov
algoritam uz odredivanje najveéeg zajedniCkog djelitelja ima i moguénost rjeSavanja
diofantskih jednadZbi te razvoj racionalnog broja u verizni razlomak. Cesto se Euklidov

algoritam poistovjecuje s teoremom o dijeljenju s ostatkom.[5][7]
Euklidov algoritam zasnovan je zadanom principu:

- Najvedi zajednicki djelitelj (NZD) dvaju brojeva se ne mijenja ukoliko se manji
broj oduzme od vecega, prema ¢emu se odredi najveci zajednicki djelitelj novog

broja koji je manji od prethodna dva.
Primjer 1.:
Broj 21 je najvec¢i zajednicki djelitelj za brojeve 252 1 105
Dokaz :
252:21=12 i 105:21=5

Kada se od 252 oduzme 105 odnosno 252 — 105 = 147, dobije se da je 21 ponovno
najveci zajednicki djelitelj brojeva 147 1 105, no kada se od 147 oduzme 105 odnosno 147 —
105 = 42, tada je najmanji zajednicki djelitelj brojeva 105 i 42 broj 7. S obzirom da se svaki
puta veci od dva polazna broja smanjuje, dolazi do ponavljanja postupka gdje se dobiju manji
brojevi a time i manji zajednicki djelitelji sve dok se jedan od njih ne svede na 0.

Treba naglasiti da je Euklidov algoritam iterativne prirode, Sto predstavlja rjeSavanje i
dobivanje krajnjeg rezultata kroz niz koraka, prilikom ¢ega medurezultat pojedinih koraka
koristi se u svakom sljede¢em, ova vrsta algoritma spomenuta je u po¢etnom dijelu stoga je

ovo konkretan primjer navedenoga algoritma s odredenim medu rezultatima.[7][9]

Ukoliko k predstavlja cijeli broj kojim se oznacava korak algoritma s pocetkom u 0,

prvi korak predstavljen je s jednako$¢u jednakom 0, k = 0, drugom k = 1, itd.
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Svaki korak zapoc€inje s odredenim ostatkom nakon prvobitnog koraka, svaki ostatak
mora biti nenegativan, odnosno ry-1 i rk-2. Algoritam kroz svoje korake omogucava da se

svaki ostatak kontinuirano smanjuje, odnosno rk-1 mora biti manji od svakog prethodnika ri-.

Kao rezultat k-tog koraka uzima se u obzir koli¢nik Qi ostatak rx s obzirom da vrijedi

jednakost:

M2 = Ok k-1 + Ik
gde je

M < k-1

Odnosno umnozak manjeg broja r-1 oduzima se od vecega broja ry-2 sve dok ostatak ne bude
manji od r-1.

Prvi korak koji je prezentiran kao k = 0, ostatak r—z i r-1 su jednaki, a to su upravo brojevi za
koje se trazi najveci zajednicki djelitel;.

Drugi korak k = 1, ostatak postaje jednak b i ostaku pocetnog koraka ro...

Primjer 2.:
(248192)

248 =92 2 + 64
92=64*1+28
64=28*2+8
28=8*3+4
8=4*2

1z Cega se moze zakljuciti da je (248, 92) =4
Dokaz
povratna supstitucija:

4=28-8*3=28-(64-28*2)*3=7*28-3*64
=7*(92-64)-3*64=7%*92-10* 64

=7%92-10*(248-92*2)=27*92-10 * 248.
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Ovim pretpostavkama moze se predstaviti algoritam uz pomoc¢ niza jendakosti, koji glasi:
a=qob+ro
b=qiro+n
rh=qar1+rn

n=qsr2+rs

Ako dode do slu¢aja da je u prvom koraku a manji od b, algoritam ima zadatak da zamijeni
brojeve, odnosno za a < b, pocetni koli¢nik qo jednak je O, a ostatak ro jednak je a. Na taj

nadin, r¢ je manji od svog prethodnika ry-; za sve k > 0.

Prema zadanim koracima odnosno ako se kroz svaki korak ostatak smanjuje te kako ne postoji
mogucnost da budu negativni, ostatak r, u nekom trenutku mora postati jednak 0, ¢ime se
dobije konacan rezultat i time izvrSen algoritam prema zadanom naputku. Posljednji ostatak
I'n-1 koji je razli¢iti od 0 ¢ini najveceg zajednickog djelitelja brojeva a i b. Treba naglasiti da n
ne moze biti beskonacan jer prema zakonitostima izmedu 0 1 o postoji konacan broj cijelih

brojeva, koji nisu negativni.

Nastavak predstavlja oblik Euklidovog teorema u obliku pseudo koda, ¢ime se dolazi do
poglavlja primjera algoritma (programski). Kao temelj tog poglavlja uzima se ovaj primjer
kao konkretan pseudo kod koji ¢e sluziti kao temelj za programski oblik algoritma u zadanim

programskim jezicima.[5][7]

function nzd(a, b)
if a =0
return b
while b # 0
if a > Db
a :
else
b :
return a

a - b

b - a
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5. PRIMJER ALGORITMA (PROGRAMSKI)

Ovo poglavlje predstavit ¢e pojedine algoritme u svrhu ispitivanja djeljivosti. Primjer
algoritma za ispitivanje djeljivosti (Euklidov algoritam) biti ¢e prikazan kao programski kod u

programskom jeziku C++, Python i Java.
Primjer 1. (C++)

#include
<iostream>

using namespace std;

float nzd(int a, int b) {
cout<<" upisi 2 broja "<<endl;

cout<<"a: ";

cin>>a;
cout<<": ";
cin>>b;
while ( al=b ) {
if (a>b)
a -=b;
else
b -= a;
}
return a;
}
int main()
{
int a,b;

cout<<"Najveci zajednicki djelitelj: "<<nzd(a,b)<<endl;
system ("pause");
return 0;

}
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Drugi primjer zasniva se na koriStenju programskog jezika Python, te isto predstavlja

Euklidov algoritam za ispitivanje djeljivosti.
Primjer 2. (Python)

a=int(input("Unesite
a: "))
b=int(input("Unesite b: "))

if a<b:
temp=a
a=b
b=temp

while b != 0:
ostatak=a%b
a=b

b=ostatak

print("Najveca zajednicka mjera:",a)
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Tre¢i primjer predstavlja algoritam za ispitivanje djeljivosti kreiran uz pomod

programskog jezika Java.
Primjer 3. (Java)

public
class
Euclid

// recursive implementation

public static int gcd(int p, int q) {
if (q == @) return p;
else return gcd(q, p % q);

// non-recursive implementation
public static int gcd2(int p, int q) {
while (q !'= 0) {
int temp = q;

qa=p%q;
p = temp;
}
return p;

public static void main(String[] args) {
int p = Integer.parselnt(args[0]);
int q = Integer.parselnt(args[1]);

int d = gcd(p, a);
int d2 = gcd2(p, q);
Stdout.println("gecd(" + p + ", "+ g+ ") =" + d);
Stdout.println("gecd(" + p + ", "+ g+ ") =" + d2);
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6. ZAKLJUCAK

Prilikom izrade zavrSnoga rada, ukazuje se na problematiku izrade samoga algoritma.
Izrada algoritma moze biti slozen postupak ovisno o zadanoj problematici koja je potrebna za
rjeSavanje. Algoritam je po mnogo¢emu zasluzan za razli¢ite svakodnevne procedure. Covijek
nije ni svjestan koliko je zapravo okruzen algoritmima u razli¢itim oblicima, no usprkos tome
pravi algoritmi koji se zasnivaju na odredenim matematickim disciplinama svoju pravu
korisnost iskazuju uz pomo¢ koristenja racunala, gdje se izvrSavaju algoritmi kojima je cilj
rjesavanje problematike zadataka.

Zavrsni rad predstavlja algoritam te pojasnjava njegovu svrhu kao naputak za
rjeSavanje pojedinih operacija zadanim koracima. Predstavljeno je na koji nacin algoritam
izvrSava pojedine operacije kako u pravom Zivotu tako i u matematickoj teoriji. Algoritam
kao cjelina predstavlja sva vaznija pojasnjenja te je interpretiran na nacin kako bi Citatelji
shvatili svrhu i funkcionalnost algoritma. Kako bi sam algoritam za ispitivanje djeljivosti
imao smisla, opisana je teorija djeljivosti kao matemati¢ka podloga potkrijepljena zadanim
teoremima 1 definicijama uz pratee dokaze. Teorem kao teorem zadan je odredenim
preduvjetima i time je zasnovan temelj za pojasnjenje algoritma za ispitivanje djeljivosti.

Algoritam za ispitivanje djeljivosti ne bi imao smisla bez Euklidovog algoritma koji
¢ini osnovu algoritama. Euklidov algoritam interpretiran je uz pomo¢ pseudo koda koji je
sastavni dio jezika algoritama.Kako bi sve bilo informaticki potkrijepljeno predstavljeni su i
algoritmi kroz programske jezike C++, Python te Java.

Svakodnevica je pred uvjetovana algoritmima, od samoga algoritma kao osnovnog u
svrhu pojasnjenja s opisom prelaska preko ceste do slozenih algoritama za izvodenje niza
matematickih operacija, svaki algoritam ima zadani naputak odnosno niz instrukcija koje je

potrebno izvesti kako bi se dobio konacan rezultat i cilj te samu svrhu algoritma.
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SAZETAK

Zavrsni rad predstavlja opis algoritma u svrhu ispitivanja djeljivosti. Koncipiran je na
nacCin da opisuje Sto su to algoritmi te opisuju svojstva te funkcionalnosti algoritama.
Algoritam je predstavljen kao naputak za izvrSavanje pojedinih operacija kroz zadani niz
koraka. Matematicka podloga opisuje definicije 1 teoreme djeljivosti Sto Cini temelj za
uporabu algoritama u svrhu ispitivanja djeljivosti. Zavrsni rad popracen je detaljnim opisom
algoritma i same strukture algoritm i Euklidovog algoritma za ispitivanje djeljivosti, koji je
interpretiran kao pseudo kod. Uz prikaz samoga pseudo koda za shvacanje funkcionalnosti
algoritma za ispitivanje djeljivosti, prikazan je algoritam s informaticke perspektive kao
zadani program napisan u programskim jezicima. Kao primjer koristili su se programski jezici
C++, Python te Java. Rad je interpretiran kroz nekoliko poglavlja s opisno definiranim
segmentima radi lakSega obrazlozenja i shvacanja samih algoritama i matematicke teorije
djeljivosti kao elementarne. Prikazane su i operacije kroz odredene korake prilikom
izvrSavanja opcéenitog algoritma te time obuhvacen niz pravila koje je potrebno postivati kako
bi se kreirao algoritam koji bi u konacnici rijeSio problematiku kroz niz zadanih instrukcija

odnosno koraka.
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ABSTRACT

This final work is a description of the algorithm for the purpose of divisibility tests.
The final work is designed in a way that describes what are a algorithm and describe the
properties and functionality of algorithms. The algorithm is presented as a guide to the
performance of certain operations through the default number of steps. Mathematical
foundation describes definitions and theorems of divisibility which forms are the basis for the
use of algorithms in order to divisibility tests. The final work is accompanied by a detailed
description of the algorithm and the structure of the algorithm, but also the Euclidean
algorithm for testing divisibility, which is interpreted as a pseudo code. With the display of
the pseudo code for understanding the functionality algorithm for testing divisibility, the
algorithm are shown from the computing perspective as the default algorithm written in
programming languages. As an example of using the programming languages C ++, Python
and Java. The work was interpreted through several chapters with descriptive defined
segments for easy explanation and understanding of algorithms and mathematical theory of
divisibility as elementary. Showing and operations through a number of steps during the
execution of a general algorithm and thus comprised a set of rules that must be observed in
order to create an algorithm that would ultimately resolve the problem through a series of
instruction sets by steps.
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