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1. UVOD

Nakon pojave prvog programabilnog rac¢unala za vrijeme Drugog svjetskog rata, kada su Englezi
stvorili Colossus®, postupnim poboljianjem tehnologije proizvodnje te minijaturizacije,
krajem 20. stoljeca, raCunala su postala sve dostupnija i nezaobilaznim dijelom danasnje
civilizacije. Razvoj znanosti i tehnike, posebice racunalne tehnike, za vrijeme i nakon drugog
svjetskog rata, uvjetovao je i brzi razvoj numericke matematike, koja omogucéuje rjeSavanje
veoma kompleksnih matematickih problema uz pomo¢ ra¢unala mnogo brze i jednostavnije, a u
nekim slu¢ajevima i to¢nije od klasi¢énih matematickih metoda. Kljuc ove teze lezi u sposobnosti
racunala da u realnom vremenu obavi veliki broj racunskih operacija. Sve ove Cinjenice daju
metodama numericke matematike ogromnu prednost u odnosu na klasi¢no rjeSavanje
matematickih problema. Tako je numericka matematika imala znacajan utjecaj u razvoju novih
tehnologija, gospodarstva i razvoju nauke uopée. Glavni zadatak numericke matematike je
oblikovanje i analiza algoritama te izgradnja softvera, koji omoguéuju korisnicima brzo
rjeSavanje problema sa odgovaraju¢om tocnoscu.

Zadatak ovog diplomskog rada je realizirati jednostavnu aplikaciju za rjeSavanje integrala i
derivacija funkcije pomocu razli¢itih numerickih metoda za rjeSavanje istih.

Glavni dio rada podijeljen je u cetiri cjeline. U prvoj cjelini razraden je problem integracije
funkcije, prikazan je numericki pristup rjeSavanju integrala te ukratko opisane najceSce
numericke metode za aproksimaciju integracije funkcije. U drugoj cjelini sazeta je kratka
teorijska osnova derivacije funkcije te numeric¢kih metoda za derivaciju funkcije.

U trecoj cjelini prikazane su mogucnosti aplikacije te kratke upute za koriStenje, sa ponekim
primjerima.Cetvrta cjelina sadrzi prikaz, usporedbu, kao i analizu rezultata putem grafova
razli¢itih numeri¢kih metoda te je napravljena usporedba rezultata sa teorijskim tvrdnjama. U

zakljucku se apsolvira uspjesnost i moguca poboljsanja i dorade do tada uradene aplikacije.

1.1 Zadatak diplomskog rada

KoriStenjem kvadratne, trapezne i Simpsonove metode na viSe razli¢itth primjera funkcije
napraviti numeri¢ku integraciju. Na isitm tim funkcijama potrebno je napraviti 1 numericku

derivaciju.

prvo programabilno raCunalo koje je KkoriSteno =za deSifririranje njemacke Enigme, stroja koji je
kodirao njemacke vojne i diplomatske poruke


https://hr.wikipedia.org/wiki/Enigma_(stroj)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Njema%C4%8Dka

2. ODREDENI INTEGRALI

2.1 Problem odredivanja povrsine

Jo$ od najstarijih vremena, u samim zafecima matematike, pojavio se problem racunanja
povrsine. MatematiCari su lako rijeSili problem raCunanja povrSine pravokutnika produktom

njegovih stranica, odnosno formulom P = a X b. (2-1)

Sl. 2.1 Povrsina pravokutnika

Za izraCunavanje povrsine trokuta dovoljno je znati duljinu jedne stranice trokuta i duljinu visine

na tu stranicu. Za povrsinu trokuta vrijedi:

p, = axVa _ bxVp _ cxV (2-2)

2 2 2

SI 2.2 Povrsina trokuta

Povrsinu bilo kojeg mnogokuta moguce je izraunati podjelom tog mnogokuta na vise trokuta.



Sl. 2.3 Podjela mnogokuta na trokute
Problem nastaje kada se zeli odrediti povrSina nekog sasvim nepravilnog lika. Buduéi da je 1
racunanje povrsSine kruga u pocecima matematike predstavljalo ozbiljan problem, uz ¢injenicu da
je problem nepravilnog lika mnogo kompleksniji, to je pred matematicare toga doba izbacilo
veliki zadatak. Matematicari su na razne nacine pokusSavali rijeSiti problem povrsine nepravilnog
lika. Jo§ je Arhimed u 3. tisuéljeéu prije Krista postavio temelje za rje§avanje ovog problema?.
Naime, on je pokuSavaju¢i izraCunati povrSinu kruga, krugu upisivao i opisivao razne
mnogokute. To je bilo zvijezda vodilja za matemati¢are modernijeg doba, koji su u 17. stolje¢u
problem rijesili na nacin da su nepravilni lik, horizontalnim i vertikalnim cijepanjem, podijelili

na vise tzv. krivuljnih trapeza®.

S| 2.4 Cijepanje nepravilnog ravninskog lika na krivuljne trapeze
Time se problem izraCunavanja povrSine nepravilnog lika sveo na problem odredivanja povrSine

krivuljnih trapeza ispod grafa neke funkcije.

2 Arhimed je izradunao povriinu kruga sluzeci se upisanim i opisanim pravilnim mnogokutima. Izradunao je da se
povrSine zadanom krugu opisanog i upisanog 96-erokuta razlikuju samo za 0.0002. SluZe¢i se modernom

. .. . v . . . . , . . 10 1
terminologijom to bi znacilo da je Arhimed odredio sljedece granice broju m: 3 L <n< 3 >
¥ Krivuljni trapez je skup to¢aka ravnine koji je sa tri strane omeden duzinama, a sa Cetvrte strane nekom krivuljom.
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Povrsina krivuljnog trapeza

Zadatak je odrediti povrSinu krivuljnog trapeza ispod grafa neke funkcije f(x). Promatrajmo po
volji odabranu funkciju f, pozitivhu i neprekinutu na intervalu [a,b]. Interval [a,b] najprije
podijelimo na n mnostvo malih dijelova i to na nacin da pocetak intervala (tocka a) poprima

vrijednost X a krajnja tocka (tocka b) X,

A=Xx) <X <X, <<x,=Db (2-3)
Nad svakom podsegmentu [x;_;,x;] (gdje jei= 1, ... ,n) postavit ¢emo dva pravokutnika.

Jedan pravokutnik se upisuje ispod grafa funkcije, dok drugi pravokutnik premasSuje graf

funkcije. Sirina pojedinog pravokutnika jednaka je $irini pojedinog podintervala

Ax; = b%a = x; — x;_, (2-4), dok su njihove visine:
m; = lnf X f(x)l x € [xi—llxi] (2_5)
Mk = sup X f(x)l X € [xi—l'xi] (2_6)
gdje je:

-m; = infinum funkcije f na intervalu [x;_4, x;]

-M; = supremum funkcije f na intervalu [x;_1, x;]

15“ |

supremum funkcije na
intervalu [xg %, |

infimum funkcije na

intgrvalu [x,, x| AX;

-
0 a=X, 5 X Xi10 Xa=b 15 X 20 %y

S| 2.5 Upisivanje i opisivanje pravokutnika



Zbroj povrsina upisanih pravokutnika daje donju integralnu (Darbouxovu) sumu sy,

Sp =Ry + Ry+ -+ R, = myAx; + myAx, + - + muAx,, = Y-, mAx; (2-7)
Zbroj povrSina opisanih pravokutnika daje gornju integralnu (Darbouxovu) sumu S .

Sp =Ry + Ry + R, = MjAx; + MyAx, + -+ + M, Ax,, = X7, M;Ax; (2-8)

Zbroj povrSina opisanih pravokutnika (gornja Darbouxova suma) uvijek je veci od povrSine
upisanih pravokutnika (donje Darbouxove sume), za bilo koju raspodjelu segmenta, a vrijednost
povrsine krivoctrnog trapeza P nalazi se izmedu donje i gornje Darbouxove sume:

s, <P<S, (2-9)
Poveéavanjem broja intervala, odnosno profinjenjem* razdiobe, donja integralna suma se

povecava, dok se gornja smanjuje.

7 15‘

y . _ fx)

—10

AXG

G aXo Xy 25D XD 10 Xny xoob T x

Y

Sl. 2.6 Profinjenje razdiobe(n=6)

4 . . . e .- .. . .. " .. .. . we .
Profinjenje razdiobe vrsi se na nacin da se postojeéi podsegmenti podijele na vise manjih dijelova ne izuzevsi ni
jednu postojecu granicu.



y . . f(x)

10

HX

0 a=X, X, 5 X1 X 10 Xn-1 Xn=b 15 X

Y

Sl. 2.7 Profinjenje razdiobe(n=12)

Integrabilne sume postaju dobre procjene kada n tezi u beskonaénost. Tada duljine pojedinih
intervala podjele teze nuli. U grani¢énom slucaju gornja i donja integralna suma su jednake,
odnosno imaju jednaki limes. Tada kazemo da je funkcija integrabilna na segmentu [a,b] i da

postoji povrsina, a racunanje povrsine svodi se na rjeSavanje sljedec¢e formule:
P =1lim, o Xieg Sy X Ax = limy, Lo Xieq Sp X Ax (2-10)

Ova metoda procjene povrsSine nepravilnog lika se zove Darbouxova metoda i ona se nikad ne
koristi kao numericka metoda jer ima vrlo sporu konvergenciju, a ponekad je i dosta tesko
odrediti supremum 1 infimum funkcije na odredenom podsegmentu. Medutim, ova metoda je
temelj definicije odredenog integrala. Darbouxova metoda za raCunanje povrSine nepravilnog
lika geometrijski gledano vrlo je jednostavna: podijeliti interval na podsegmente, odrediti visine,
raCunati povrsine pravokutnika i pozbrajati, no matematicki gledano, ovo je vrlo kompleksan

postupak. Tu dolazimo do pojma odredenog integrala, kojeg definiramo kao:

I= [ f(x)dx (2-11)
gdje je:- a-donja granica integrala
-b-gornja granica integrala

-f(x)-podintegralna funkcija te u ovoj formuli predstavlja visinu infinitezimalnog

pravokutnika



-dx-sirina intinitezimalnog pravokutnika

Znak integracije oznacava se sa [. Poanta uvodenja integrala je ta da je mnogo jednostavnije i
brze do¢i do rjeSenja putem rjeSavanja integrala nego rjeSavanjem na prikazani nacin, jer ako
vidimo pravila rjeSavanja integrala, sve S§to trebamo naci je primitivna funkcija postojece
funkcije te uvrstiti gornju i donju granicu. Klju¢ racunanja povrSine putem integrala je

moguénost mnogo brzeg dolaska do rjesenja.

Postavlja se pitanje mogu li se umjesto supremuma i infimuma promatrati neke druge vrijednosti
za procjenu povrSine. Riemman se pitao je li svejedno na koji na¢in odabiremo argumente,
odnosno visine aproksimacijskih pravokutnika u podsegmentima. Konvergira li povrSina
profinjenjem razdiobe nekom broju i u nekom drugom slucaju osim Darbouxovih suma? Tu

dolazimo do Riemmanovog integrala.

2.2 Riemmanov integral

Riemman je postavio svoju tezu na veoma slican nacin. Naime, on nije za visine pravokutnika
uzimao minimume i maksimume, on je birao bilo koji argument u podsegmentu, ali koji bi na
neki nacdin bio odreden i to¢no definiran kao na primjer: poloviSta podsegmenata, vrijednosti
funkcija u desnim krajevima, vrijednosti funkcija u lijevim krajevima, minimumi funkcija na
podsegmentima, maksimumi funkcija na podsegmentima itd. Odabrani argument imao bi oznaku

x; * , pa bi povrsina i-tog pravokutnika izgledala kao:
R =f(x; *) X Ax (2-12)

Aproksimacija podrucja ispod krivulje vrSila bi se kao 1 kod Darbouxove metode, raCunanjem

povrSine pravokutnika i1 zatim sumacijom svih povrSina:

ATl =~ R1 + RZ + - RTl = f(x1 *)Ax1 + f(xZ *)AXZ + -+ f(xn *)Axn (2'13)

Ovu aproksimaciju zapisat ¢emo kao:

An ~ 11'1=1 f(xn *) X Axn (2'14)

Kada n tezi u beskona¢nost, dobivamo sljedece:

A =1im, e 2y fx; %) X Ax (2-15)



Odnosno dolazimo do tzv. Riemmanovog integrala koji, prema definiciji, zapisujemo na sljedeci

nadin;

I =1limpoe Xy fO %) X Ax = [0 f(x)dx (2-16)
Primjer 1: Izracunaj prema definiciji | 01 xdx

Interval [0,1] rastavimo na n jednakih podintervala. Duljinu pojedinog intervala raCunamo prema

(2-4): Ax_b_azﬂzi

n

Dobivamo sljedece intervale:

o e s N sl

Uzmemo li za brojeve x; * desne krajeve podintervala, slijede vrijednosti funkcije

fu) =x*=%, zai=1n

Prema (2-12) racunamo n-ti djelomic¢ni zbroj

n n

zf(xl*)xAxl_Z”_i Pt "(n2+1) n+1

nn n2s n2 2n
i=1 =1

te prema (2-15) grani¢nu vrijednost niza kada n — oo

n+1l 1 n+1l 1 1
lim = — lim ==X1==
n—oo Zn 2 n—oo n
Time dolazimo do rjeSenja
[frar=3
xdx = =
0 2

Iz ovog primjera mozZe se vidjeti da je racunanje odredenog integrala po definiciji vrlo
kompleksno i sporo, kao $to je ve¢ i ranije spomenuto. Tako ¢e nam dobro do¢i formula koja

uvelike skracuje i pojednostavljuje proces raunanja integrala, tzv. Newton-Leibnizova formula.



2.3 Newton-Leibnizova formula
Neka je funkcija f(x) neprekinuta na [a,b] i neka je F(x) bilo koja njena primitivna funkcija. Tada
je

[ fG)dx = F(b) — F(a) +C (2-17)
gdje C predstavlja proizvoljnu konstantu.

Po mnogima je ovo najvaznija znanstvena formula. Bez ove formule ni sam infinitezimalni racun
ne bi bio ono §to jest, srediSnji znanstveni racun. Pored Leibniza i Newtona za ovu su formulu

znali jo§ neki matematicari 17. stolje¢a. Formula je veoma vazna iz razloga §to povezuje dva
udaljena pojma. Na lijevoj strani formule je odredeni integral f: f(x)dx, a na desnoj strani je

samo razlika dviju vrijednosti primitivnih funkcija F(x) u granicama a i b F(b)-F(a). Uzmu li se u
obzir mnogobrojne primjene odredenog integrala, formula dobiva jo§ veée znacenje. Zbog ove
formule je oznaka odredenog integrala, uz ispustanje granica, preuzeta i kao oznaka za skup

primitivnih funkcija koji je prozvan neodredenim integralom.
Racunanje odredenog integrala

Budu¢i da je integriranje veoma kompleksan postupak, razvijene su dvije metode koje pomazu

kod integriranja, a to su:

o metode supstitucije

o metoda parcijalne integracije

Metodama se integral ne rjeSava, nego se zamjenjuje odgovarajuéim jednostavnijim.

Takoder, pri raCunanju se Koriste tablice primitivnih funkcija te dva vazna svojstva integrala.

Svojstva integrala
Postoje dva svojstva integrala:
o homogenost: [ cf (x)dx = c [ f(x)dx ,c = const; (2-18)

o linearnost: [(f(x) + g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx (2-19)

Koriste¢i ova dva svojstva, funkciju je moguce rastaviti na vise elementarnih dijelova te time

znatno olakSati postupak integriranja.



Tab 2.1 Tablica integrala.

y = f(x) f cosx | sinx 1 arctgx 1 1 x
x)d. ———— | —arcctg—
@) 1+ x? a? + x2 a 9%
n n+1 X
X" x x shx chx | 1 ; arc ctgx 1 arc sin>
+ -1 n+1 1+x a? — x? a
; x
1 In|x| chx shx 1 arcsinx | 1 arc cos™
x 1—x2 aZ — x2 <z
e* e* 1 tanx 1 arccosx| a*,0<a a*
cosZ x 1 — &2 1 Ina
sin x —cosx | 1 | cotx 1 1 S X
sin% x az+x? | a 93

Primjer 2: Izracunaj pomocu tablice i Newton-Leibnizove formule fol xdx
Odredivanje primitivne funkcije F(x) :

FOX)=[ xdx = —+C

Racunanje razlike F(1) - F(0), prema (2-17):

12 0% 1 1
F(l)— F(0)=7—7=§—0=§+C

Usporedujuci primjere 1 i 2, moze se zakljuéiti da je racunanje Newton-Leibnizovom formulom

mnogo jednostavnije 1 brze u odnosu na racunanje prema definiciji.

Iz ovog svega vidljivo je da je proces integriranja pomoc¢u osnovnog teorema integrabilnog
ratuna veoma kompleksan proces, koji Cesto zahtijeva mnogo posla. Kada se tome pridoda
Cinjenica da je ovim postupkom, za vecinu funkcija i nemoguée naci primitivnu funkciju,

rjesavanje integrala numerickim metodama pokazuje se kao mocan alat.
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2.4 Numericke metode za rjeSavanje odredenih integrala

Osnovna ideja numerickih metoda integracije odredenih integrala je zamijeniti neki nepravilni
oblik uz pomo¢ nekog jednostavnijeg oblika te izracunati povrSinu tog jednostavnijeg oblika.

Postoje razne metode, koje se razlikuju po tome $to povrSinu aproksimiraju drugacijim oblicima.

2.4.1 Kvadratno pravilo

Najjednostavnija numeri¢ka metoda za aproksimaciju povrsine Koristi pravokutnik, ¢ija je

Sirina jednaka $irini intervala (b — a), a visina jednaka vrijednosti funkcije u sredi$njoj tocki

intervala f (azib)

TN

Sl. 2.8 Kvadratno pravilo

Ova metoda se naziva pravilom srednje tocke ili kvadratnim pravilom. Na slici je vidljivo da je
funkcija, kojom interpoliramo zadanu funkciju, konstanta, odnosno polinom nultog stupnja.

PovrSina ovog pravokutnika racunala bi se kao:

P~(—a)xf (“”’) (2-20)

2
Time dolazimo do formule kvadratnog pravila:
J; Fedx = (b—a) x F(*) (2-21)

Primjecuje se da ovo ne bi bila dobra aproksimacija povrSine jer pravokutnik u ovom slucaju ne

aproksimira dobro nepravilni oblik pa se pritom javlja velika pogreska. Nastala pogreska se

11



moze smanjiti tako $to bi interval [a,b] podijelili na n jednakih dijelova, gdje je n bilo koji
prirodni broj, konstruirali pravokutnike na svakom podintervalu pomocu istog pravila te ra¢unali

povrsine manjih pravokutnika.

/’_T

1 2 3 4 5 6
Sl. 2.9 Povecanje broja pravokutnika

Ukupna povrsina ra¢unala bi se kao zbroj svih povrSina pojedinih pravokutnika na danom
segmentu. Povecanjem pravokutnika ukupna greSka se smanjila. Da bi dobili priblizno to¢no
rjeSenje, potrebno je jo$ profiniti razdiobu, odnosno povecati broj pravokutnika. Iz toga se moze

zaklju¢iti da  kvadratno pravilo ima jako sporu konvergenciju ka rjeSenju. NeSto brzu

konvergenciju ka rjeSenju ima tzv. trapezno pravilo.
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2.4.2 Trapezno pravilo

Trapezno pravilo je numericka metoda aproksimacije odredenog integrala koja, za razliku od

kvadratnog pravila, umjesto pravokutnika, za aproksimaciju koristi trapeze.

il
/—\
ey = \
i
2
b1
— b2
1
h
a 1 2 3 a 5 6

Sl. 2.10 Trapezno pravilo

Povrsina se aproksimira tako $to se graf funkcije zamijeni ravnom linijom koja je zadana sa

vrijedno$¢u funkcije u tocki a 1 vrijednosc¢u funkcije u tocki b.

Dakle, potrebno je izracunati vrijednosti funkcije u toc¢ki a i b. Te vrijednosti ¢e predstavljati
osnovice trapeza. Visina trapeza jednaka je Sirini intervala, odnosno h=b-a. PovrSina tog trapeza

bi iznosila

p, = bl;rbz < h = f(a);rf(b) (b —a), (2-22)

pa bi tako trapezna formula za slucaj n=1 glasila:
[} fGdx = 2 (f () + £ (b)) (2-23)

-gdje h predstavlja Sirinu intervala.

Za vecu to¢nost aproksimacije, interval je potrebno podijeliti podsegmente te na svakom od njih

primijeniti ovu formulu.
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a=xo 1 22 3"s 2™ 573 ge™

Sl. 2.11 Trapezno pravilo

Kada na svaki od segmenata primijenimo ovu formulu, dobijamo:

[ fO0dx = 2[(f(@ + Fe)] + 2 [(FGe) + FO)] + -+ 2 [(FGena) + £ (D))

gdje je
-h= b_Ta (2-25) - sirina pojedinog podsegmenta
-x; =a+hXi,
odnosno:

[} FGOdx = 2{f(@) + 2[f (1) + f(x2) + ++ f (-] + F(B)},

Ova formula se zove trapezna formula.

(2-24)

(2-26)

(2-27)
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Primjer 3: Izracunaj odredeni integral | 13(2x2 + 5x)dx trapeznom formulom za n=4.

Prema (2-25) ra¢unamo h:

b—a_3—1_05
n 4

h=
Prema (2-26) racunamo X;, te uvrStavajuci x; u zadanu funkciju dobijamo f(x;)
Radi bolje preglednosti kreiramo tablicu vrijednosti:

Tab 2.2 Vrijednosti funkcije u tockama

I X f(x)
0 1 7

1 15 12
2 2 18
3 25 25
4 3 33

Uvrstavajuci dobivene vrijednosti iz tablice u izraz (2-27), dobivamo konacno rjeSenje:

3 0.5
f (2x% +5x)dx ~ —=[7 +2 x (12 + 18 + 25) +33] ~ 0.25 X 150 =~ 37.5
1

Buduéi da je toéno rjeSenje ovog integrala 37.33, moze se vidjeti da je trapezna formula veé za

n=4 zadovoljavajuce aproksimirala trazeni integral.

Najbrzu konvergenciju ka rjeSenju ima takozvana Simpsonova formula.
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2.4.3 Simpsonovo pravilo

Simpsonovo pravilo za procjenu povrSine izvodi se na nacin da se podintegralna funkcija

zamjenjuje polinomom drugog stupnja, odnosno parabolom.

RN
| ) 2

1 2 3 4 5 6
Sl. 2.12 Simpsonovo pravilo

Simpsonova formula aproksimira integral sljedecom formulom:
« _h
I =2[f () + 4 X f(x1) + F(x,)] (2-28)

Iz ove formule se moZe primijetiti da je za izracun ove formule potrebno tri tocke, odnosno dva
intervala, dakle n mora biti jednak 2. Kao i kod kvadratne i trapezne formule, to¢niji rezultat ¢e
se dobiti, podijeli li se interval na vise podintervala te primjenom Simpsonove formule na svaki
podinterval. Budu¢i da je za svaki podinterval potrebno tri to¢ke, odnosno dva podintervala, n

mora biti paran broj.
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3 \ p
: N

1 2 3 4 5 6

Sl. 2.13 Simpsonovo pravilo

Aproksimaciju odredenog integrala dobijamo zbrojimo li vrijednosti svih pojedinih

podsegmenata Sirine 2h dobivenih Simpsonovom formulom:

h h
r =§[f(x0)+4><f(x1)+f(x2)]+§[f(x2)+4><f(x3)+f(x4)]+~--

+ 2 (nmz) + 4 X f(tnoy) + £ ()] (2-29)
Pa dobivamo:
. _hff(xo)+ 4f (x1) + fx3) + -+ fxp_] + i
P =30 A ) 1 o 4 Fom 1+ £ (2:30)
Nakon sredivanja izraza, dobiva se Simpsonova formula:
L, = %{f (xo) +4 X021 f(x) +23055 f(x) + f (xn)} (2-31)
Ai=2 Ai=2

n oznacava broj podsegmenata na intervalu [a,b], prva suma predstavlja sumu vrijednosti svih

neparnih vrijednosti f(x) pocevsi od 1. do n-1, dok druga suma predstavlja sumu vrijednosti svih

parnih vrijednosti f(x) po¢evsi od 2. do n-2.
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Primjer 5: Izracunaj odredeni integral | 13(2x2 + 5x)dx Simpsonovom formulom za n=2.

Prema (2-25) ra¢unamo h:

b—a_3—1_1
n 2

h =
Prema (2-26) ra¢unamo X;, te uvrStavajuci x; u zadanu funkciju dobivamo f(x;)
Radi bolje preglednosti kreiramo tablicu vrijednosti:

Tab 2.3 Vrijednosti funkcije u tockama

[ Xi f(x)
0 1 7

1 2 18
2 3 33

Uvrstavajuci dobivene vrijednosti iz tablice u izraz (2-30), dobivamo kona¢no rjesenje:

3 1 1 .
f (2x2 + 5x)dx ~ S [7+4x18+33] ~ 2[112] ~ 37.33
1

Vidimo da aproksimacija odredenog integrala Simpsonovom formulom ima najbrzu
konvergenciju ka rjesenju. Ve¢ za n=2 dobiveno je savrseno to¢no rjesenje. Simpsonova formula
daje dobre aproksimacije ve¢ na n=2, za funkcije drugog i tre¢eg reda. Za funkcije viSeg reda

potrebno je podijeliti interval na viSe podsegmenata, odnosno povecati broj n.

18



3. DERIVACIJA FUNKCIJE

Derivacija funkcije zajedno uz integralni racun, najvaznija je grana infinitezimalnog
raduna’. Derivacija opisuje brzinu promjene funkcije u odnosu na promjenu neke nezavisne
varijable. Po definiciji derivacija funkcije f je grani¢na vrijednost kvocijenta prirasta funkcije i

prirasta argumenta, kada argument tezi ka nuli.

3.1 Definicija derivacije
Za funkciju f: (a, b) - R kazemo da je derivabilna u to¢ki x, € {a, b), ako postoji limes

S (o +Ax)—f(x0) (3-1)

hmAx—>O Ax

Ako je funkcija f derivabilna u tocki x, onda realan broj (3-1) zovemo derivacija funkcije f u

toCki x, 1 oznacavamo sa f' (xg)

' . fQxo+Ax)—f
f (x0) = limy, o LRt x0) (3-2)

Ako je funkcija f derivabilna u svakoj to¢ki x, € {a, b) tada kazemo da je funkcija derivabilna na
(a, b). Funkciju x — f' definiranu na {a, b) oznacavamo s f' i nazivamo derivacijom funkcije f
na{a,b).

Kvocijent zapravo predstavlja omjer promjene funkcije i promjene nezavisne varijable u blizini
proizvoljno odabrane toc¢ke x, i predstavlja prosjecnu brzinu promjene funkcije na intervalu od
Xo do (xo + Ax) . Kada bi uzimali sve manju vrijednost Ax, odnosno pustili da Ax tezi ka nuli,

dobili bi derivaciju funkcije u tocki x,.

Derivacijom funkcije dobije se nova funkcija, koja nam zapravo govori kojom brzinom se
mijenja pocetna funkcija. Ako dana funkcija na odredenom argumentu (tocki) raste brze/sporije
od argumenta, derivacija u toj tocki biti ¢e veca/manja od 1, ako su brzine rasta funkcije i
argumenta jednake, derivacija ¢e biti jednaka 1. Ako funkcija opada, derivacija ¢e biti negativna
iz razloga sto vrijednost funkcije opada, dok argument i dalje raste. Ako se funkcija na
odredenom argumentu ne mijenja, odnosno ako je funkcija konstantna, vrijednost derivacije na

tom argumentu bit ¢e jednaka nuli. U slucaju funkcija viSeg reda, to je znak da je doslo do

® Infinitezimalni radun osnova je matematicke analize, koji proutava promjenu mijerljivih varijabli. To je grana
matematike koja se bavi funkcijama, limesima funkcije, grani¢nim vrijednostima, derivacijama i integralima. Dvije
najvaznije grane su diferencijalni i integralni racun.

19



pregiba funkcije te da je funkcija dozivjela svoj lokalni ekstrem. Osim rasta i pada funkcije te
nalaZzenja ekstrema, derivacija se koristi kod mnogih drugih matemati¢kih problema. Osim u
matematici, derivacija se koristi i u drugim znanostima. U fizici, derivacija je omjer promjene
funkcije puta na odredenom argumentu vremena, ¢ime se dobiva brzina. U geometrijskom
smislu derivacija funkcije f je nagib tangente u odredenoj tocki x, , odnosno koeficijent smjera

pravca na funkciju u tocki (xo, £ (x0)).

Sekanta

A

f(xo+ ax) "
f(xc] / AX
-~

g Xo+ &X

Tangenta

f(xo+ ax)- (%)

Sl. 3.1 Geometrijska interpretacija derivacije

Buduc¢i da je koeficijent smijera pravca:

_Y2=)1 _
m= (3-3)
dobijamo:
m = fxo+Ax)—f(x0) _ [ (xo+Ax)—f(xo) (3-4)
(xg+Ax)—xg Ax

Iz ovog se moZe primijetiti da je koeficijent smijera pravca usko povezan s derivacijom,

zato Sto kada Ax tezi u 0, sekanta postaje tangenta funkcije u tocki x,, a limes njegovog

koeficijenta smijera postaje derivacija funkcije u tocki (xo, f (xo)).
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Primjer 1: Neka je zadana funkcija f(x) = x? . Potrebno je izracunati derivaciju

funkcije uz pomo¢ definicije.

Prema (3-2) ratunamo:

2y = (x +Ax)* —x* . X%+ 2xAx + Ax® — x* . 2xAx + Ax?
(%)= AJICI—I?O Ax B Aalcr—r}o Ax - A;lcr—r}o Ax

= lim (2x + Ax) = 2x
Ax—-0

Iz primjera se moze zakljuciti da je funkcija derivabilna za sve vrijednosti x-a i da je
njezina derivacija jednaka 2x. U praksi se umjesto racunanja limesa, koristi tablica deriviranja

elementarnih funkcija, koja omoguc¢uje mnogo brzi i laksi proces deriviranja.

Tab 3.1 Tablica derivacija.

Funkcija f(x)  Derivacija f'(x) log, x 1
xIlna
x" nx™1 sin~1x 1
V1 —x2
vx 1 cos lx 1
2vx V1 —x2
e~ e* tan 1x 1
1+ x2
Inx 1 cot™1x 1
x 1+ x2
sin x cosx sinh x cosh x
cos x —sinx tanh x 1
cosh? x
tan x 1 a* a*lna
cos? x
cotx 1 1 _1
sinZ x x x2

Primjer 2: Izderivirati funkciju uz pomoc¢ tablice:

(x®=4x3+2x24+7) = (x®)' —4(x®) + 2(x)" + (7)' = 5x* — 12x? + 4x
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Pravila deriviranja

e Derivacija konstante
C'=0
e Derivacija umnoska funkcije i konstantnog faktora
(Cf(x))" = Cf'(x)
e Derivacija zbroja
F) £ g) = f'(x) +9' (%)
e Derivacija umnoska
Fg)' = f'()gk) + f(x)g' (x)
e Derivacija razlomka
(f(x))' _f)g(x) — f(x)g'(x)
gx) (g(x))?

e Derivacija sloZene funkcije

(f(g())) = f'(g()g'(x)

3.2 Numericko deriviranje

Numeric¢ko deriviranje grana je numericke matematike koja daje algoritme za procjenu,
odnosno aproksimaciju derivacije funkcije u jednoj, ili konaéno mnogo to¢aka. Kao i numericka
integracija, numericko deriviranje nalazi veliku primjenu u mnogim znanostima. Velika prednost
numeriCke derivacije je Sto za procjenu derivacije umjesto same funkcije moze koristiti 1
konacan broj vrijednosti funkcije u odredenim tockama. To je od velike vaznosti kada vrijednosti
funkcije poznajemo samo u odredenom broju toCaka. Takoder, ponekad je teSko egzaktno
izderivirati funkciju na cijeloj domeni, pa se numerickim putem moze do¢i do derivacije funkcije

u kona¢nom broju to€aka te na osnovu toga napraviti aproksimaciju derivacije funkcije.

Formula za aproksimaciju numerickom derivacijom nastaje iz same definicije derivacije
(3-2). Budu¢i da je argument na kojem se vrsi derivacija jako malen i tezi ka nuli, formulu
mozemo aproksimirati na sljede¢i nacin:
Ax)—
F (xy) f(xo+Ax)—f(xo) (3-5)

Ax

Ovakva formula daje dobru aproksimaciju kada je korak Ax dovoljno malen.
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Formula ponekad moze dati loSe rezultate iako je korak jako malen, u slucaju da derivacija ima

skokove.
Ova formula jos je poznata pod nazivom diferencija unaprijed.
Postoje jo$ dvije formule, a to su diferencija unazad i centralna diferencija

o f'(xy) = M diferencija unazad (3-5)

’ flxo+Ax)—f(xg—Ax)
o f(xp) = . ™ :

— centralna diferencija (3-6)
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4. PROGRAMSKA IMPLEMENTACIJA ALGORITAMA ZA

NUMERICKU INTEGRACIJU I NUMERICKU DERIVACIJU

4.1 Opis programa

Za prakti¢ni dio ovog diplomskog rada bilo je potrebno implementirati algoritme za
numeriCku integraciju te numericku derivaciju. U aplikaciju, koja je nazvana
NumericalMathSolver implementirano je 5 metoda za numericku integraciju (lijeva
suma, desna suma, kvadratno pravilo, trapezno pravilo te Simpsonovo pravilo), dok je za
numeri¢ku integraciju implementirana metoda diferencije unaprijed. Program je razvijen
u programskom okruzenju Microsoft Visual Studio 2017 u programskom jeziku C#, dok

je programsko sucelje je izradeno pomoc¢u Windows forme.

a2l Numerical Math Solver b= o E5 |

Menu

Integration result

=
=}

I Left sum " Square sum “ Right sum ‘ ITrapezoidaI sum‘ I Simpson sum ‘

b
dx
] f f(x) dx =

Insert n- 1

=2
=]

g N Series1

[|EIEE]

= 3333
E

|EIRIEIR]
B E]E)R)

Sl. 4.1 Prikaz pocetnog zaslona

U sucelju programa nalazi se traka izbornika u kojoj korisnik bira opciju numericka integracija
ili numeric¢ka derivacija. U podizbornicima je moguce izabrati tip funkcije koju korisnik Zeli
racunati. Ova verzija programa u mogucénosti je racunati numeri¢ku integraciju polinoma i

trigonometrijske funkcije te numericku derivaciju polinoma.
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5 Numerical Math Solver (e

Menu |

\ Numerical integration  » Palinamyal

‘hration result

MNumerical derivation 3 Trigonemetric function

00 I Left sum " Square sum " Right sum ] lTlapezoidaI sum] [ Simpson sum ]
b
| 5
f f(x) dx =
00 Insert n: 1 =
& I Series1

=lleelle) 2]
a8 8 s
EN/ER|TNIES
SN/EN|ENE
0l bt o

Sl. 4.2 Mogucénosti izbornika

4.2 Kratke upute za koriStenje

4.3.1 Numericka integracija (Numerical integration)

Kada korisnik u izborniku ,,Numerical integration” odabere opciju ,,Polinomyal, program
zahtijeva unos funkcije polinoma (pomocu tipki), unos gornje i donje granice integracije te

broja n.
Polinom treba biti unesen na sljede¢i na¢in: 3 * x*3 + 1 * x"2 + 2 * x"1 + 24/2"3.

Dakle, u slucaju postojanja faktora ispred varijable x, potrebno je staviti znak mnozenja (pa i
u slucaju da je faktor jednak 1). U slucaju da je potencija varijable x jednaka 1, potrebno ju

je takoder unijeti.

U formulu je moguce unijeti viSe matemati¢kih operacija razli¢itih prioriteta. Budu¢i da je
unos polinoma baziran na rekurziji, program u tom slu¢aju racuna prvo operacije viseg reda,
zatim operacije nizeg reda (prvo racunanje potencija, pa mnozenja, dijeljenja te na Kraju

zbrajanja i oduzimanja).

Program provjerava unosi li korisnik pravilno podatke te izbacuje upozorenje ukoliko postoji
nekorektan unos (u slucaju unosa druge decimalne tocke u jednom broju, dva operatora

zaredom itd.)
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82 Numerical Math Salver = B

Menu

Integration result

00 [ Left sum “ Square sum " Right sum ] lTrapezoidal sum] I Simpson sum
b
35+31°x22 x| syntax error ] =)
00 = Insert n: i®

\'Ql Wrong usage of dot symbol.

=] o[ ===
2]
Al
DaBE
pDEnE

BN Series1

Sl. 4.3 Poruka korisniku pri nekorektnom unosu decimalne tocke

Program takoder zabranjuje da je gornja granica integracije manja od donje i obratno. Kada
su svi potrebni podaci pravilno uneseni, korisnik bira jednu od opcija s desne strane, odnosno
metodu kojom zeli izvr$iti numericko integriranje. Nakon pritiska na zeljenu tipku odnosno
odabira metode, program prikazuje rezultat numeri¢ke integracije te graf Koji predstavlja

nacin na koji odredena metoda aproksimira povrsinu.

5 Numerical Math Solver = e

Menu

Integration result

22 I Left sum “ Square sum " Right sum ‘ lTrapeznidal suml [ Simpson sum ]
b
3.2°x73+2°x724012/2°2  dx
f(x) dx = 32,7397333333333 (Simpson Sum)
01 2 Insert n- 4 =

38.0: — Integral

342
=lles o] o) 2 /
a8 = v
4|88 e i
ER[EN[ERES o .
o el S RRE——

Sl. 4.4 Prikaz rezultata numericke integracije polinoma Simpsonovom metodom

Kako Simpsonova metoda zahtijeva paran n, korisnik mora unijeti paran broj n kada poziva
Simpsonovu metodu. U slucaju neparnog unosa broja n i poziva Simpsonove metode,

korisnik dobija upozorenje.
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8! Numerical Math Solver = =

Menu

Integration result

20 [ Left sum " Square sum " Right sum l lTrapeznidaI suml [ Simpson sum
b
f 3*x"3 dx o = %
s dmow 1D e
00 = Insert n- 5 =

The number of subdivisions must be even for the Simpson sum

=lles) i) i
330

(2 8 e [ e P

l4](8]le ][+ u

(24 (2 = o

@DE nD 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2

— Integral

Sl. 4.5 Zahtjev za parnim unosom broja n kod Simpsonove formule

Kod odabira ,, Trigonometric funtion” u izborniku ,,Numerical Integration otvara se sljedece

sucelje:

st Numerical Math Salver =] e

Menu

Integration result

20 2 l Left sum ] [Square sum ] l Right sum HTrapezoidaI sum] l Simpson sum l
b
4cos(4x"4+4) dx f
f(x) dx = 0,0778521740665408 (Square Sum)
00 £ Insert n: 0 = . e
a — In

Trigonometric function

L R
* »

@

A'sin(a*x’b+c) A= = g= 1

[ Comim | b=[1 & c=[

Arcos(a®x’b+c) A= 4 | = |4 b
b=p F c=f =
=
-3
Atig(a*x’b+c) A= 1 D oa=h = e
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
[ B [ E

Sl. 4.6 Prikaz sucelja i rezultata numericke integracije trigonometrijske funkcije

Kod izbora trigonometrijskih funkcija moguce je odabrati Zeljenu amplitudu, faktor i potenciju
x-a te pomak trigonometrijske funkcije, zatim kliknuti na tipku ,,Confirm®. Korisnikov unos tada
je vidljiv u polju za tekst. Ovdje korisnik takoder odabire zeljenu donju i gornju granicu te
zeljeni n. Korisnik zatim s desne strane treba izabrati metodu kojom Zeli izvrSiti numericku
integraciju. Nakon odabira Zeljene metode, program prikazuje rezultat numericke integracije te

pripadajuci graf.
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4.2.2. Numericka derivacija (Numerical derivation)

Nakon izbora opcije ,,Numerical Derivation pojavljuje se sljedece sucelje:

s Numerical Math Solver

)

Menu

Numernical Denvative Calculator

Where x: 00 =

Submit
Ax 0,00001 =

exact solution

B Series

m
[°]
EEEEE

EEEER]

[ EEE
EEEE

Sl. 4.7 Prikaz sucelja numericke derivacije

Korisnik prvo treba unijeti polinom na nacin koji je ve¢ ranije spomenut, kao i kod unosa

polinoma za numericku integraciju. Zatim je potrebno izabrati zeljeni x, odnosno to¢ku u kojoj

se Zeli promatrati derivacija funkcije. Takoder, potrebno je unijeti Zeljeni Ax.

Nakon pritiska na tipku ,,Submit* program prikazuje rezultat numericke derivacije u ovisnosti o

zeljenom Ax. Pritiskom na tipku ,,exact solution“, program prikazuje to¢no rjeSenje derivirane

funkcije u Zeljenoj tocki x te prikazuje graf derivacije funkcije.

85 Numerical Math Solver

Menu

Numerical Derivative Calculator

Where x 10 =
: Submit 13,6001160004895
Ax 0,00001 =

3.2°x"3+2*x"2+6 exact solution 13,6

=== Derivation

==)leeled(iad 2K
2][8[s](x] A
illslsld s Y
it o2 (3 [l N
150 ot o o

™
[~
~]
-
\"‘--.

Sl. 4.8 Prikaz rezultata numericke derivacije
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5. PRIKAZ, USPOREDBA | ANALIZA REZULTATA

5.1 Numeric¢ka integracija

5.1.1 Analiza utjecaja izbora broja n na to¢nost numericke integracije

Kako je ve¢ ranije spomenuto, za dobru aproksimaciju numericke integracije, potrebno je

podijeliti zadani interval na viSe podintervala, kako bi se smanjila greSka procjene povrsine.

Ukoliko se odabere premali broj n, greska aproksimacije bit ¢e velika. U ovom dijelu, na dva

primjera biti ¢e napravljena analiza utjecaja broja n na ukupnu to¢nost aproksimacije.

U prvom primjeru analizirat ¢e se utjecaj odabira broja n na to¢nost aproksimacije integrala

) 02 (3x2 + z—:) dx uz pomo¢ trapezne formule.  (To¢no rjeSenje: 14)

ol Num

erical Math Solver

g e e

2.

f 3*x"2+24/2°3 dx

0 = Insert n:

Menu

=)

1

Integration result

[ Left sum " Square sum " Right sum ] [Trapezuidal sum] i Simpson sum I

b

f f(x) dx = 18 (Trapezoidal Sum)

a

216
19.2
16.8
14.4
12
2.6
7.2
4.8
24

0
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

= Integral

Sl. 5.1 Rezultat aproksimacije za n=1(Rezultat:18)

s Nume

rical Math Solver

)

Menu

2.

f 3*x"2+24/2°3 dx

0.1

=)

=]

Insert n:

2

Integration result

l Left sum " Square sum " Right sum HTrapeznidal sumH Simpson sum l

b

f f(x) dx = 15 (Trapezoidal Sum)

a 24

216
19.2
16.8
144

/

pd

EEIEIE R

)]
EEEEE
EEEEE

[

0 02 04 06 08 1

12 14 16 18 2

— Integral

Sl. 5.2 Rezultat aproksimacije za n=2(Rezultat:15)
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a2l Numerical Math Solver

Menu

2.0

f 3*x"2+24/273 dx

Integration result

| Leftsum | Square sum | Right sum | Trapezoidal sum = Simpson sum |
b

f f(x) dx = 14,4444444444444 (Trapezoidal Sum)

00 © Insert n: 3
a

24 rg m— |ntegral
<= [ee] ” :
==lfe) ] m

16.8 //
EAEN[ENEY .

12
[t (58 e =

7.2

4.8
ER[ER|EREN ]

0]t o2 k

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Sl. 5.3 Rezultat aproksimacije za n=3(Rezultat:14.444)

o) Numerical Math Solver = e
- Integration result
20 |2 I Left sum “ Square sum " Right sum l lTrapeznidaI sumH Simpson sum ‘
f 3*x"2+24/273 dx .
f f(x) dx = 14,04 (Trapezoidal Sum)
00 £ Insert n: 0 L
a 24 4 — Integral
= e=lied - 7
16.8
FAENENFY i v
ot o5 i i .
il 2 24l sl ==
@ D E DD 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Sl. 5.4 Rezultat aproksimacije za n=10(Rezultat:14.04)
a2l Numerical Math Solver = [ |

Menu

20 = [ Left sum " Square sum “ Right sum ‘ [Trapeznidal sum] [ Simpson sum ]
f 3*x"2+24/2°3 dx .
f f(x) dx= 14,01 (Trapezoidal Sum)
00 2 Insertn: 20 [
@ 18,53 / el
/(e ] = .
ER[ER[ER[EY g W
FRIENERE 5
allz)al=] e

00l et 2]

Integration result

0 02 04 06 08 1

12 14 16 18 2

Sl. 5.5 Rezultat aproksimacije za n=20 (Rezultat:14.01)
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Toénost aproksimacije o broju n (%)

HToénost

99.71 499.92
100 4 96.85
92.85

7142

30
20

10

n=1 n=2 n=3 n=10 n=20
Toénost 7142 592.85 56.85 99.71 599.92

Sl. 5.6 Graf ovisnosti toc¢nosti aproksimacije o broju n

U drugom primjeru analizirat ¢e se utjecaj odabira broja n na to¢nost aproksimacije integrala

f_zg_}s(‘}COS (3x"2 + 5)) dx uz pomo¢ Simpsonove formule.

(To¢no rjesenje: 2.723726751)

4 Numerical Math Solver EIEIE
Menu
Integration result
{ Left sum l ISquare sum ] l Right sum ”Trapeznidal sum] | Simpson sum |
b
Acos(3x"2+5) dx
f(x) dx = 0,940478044126138 (Simpson Sum)
Insert - .
—Int
a g‘t A
Trigonometric function S —
24
A*sin(a*x*b+c) A= a= \ e
12 [
Conim ) b=[1 | o= o >
04 \\\
- 1. _ _ 08
Acos(a*xbrc) A= a= = <
[ Confiom | b= % c= <
= 1N
Atgaxde) A=l 5l a= 3 ~
- o= 05 D21 008 037 086 035 124 15 182 211 24

Sl. 5.7Rezultat aproksimacije za n=2 (Rezultat:0.94)
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a5 Numerical Math Solver = [t

Menu
Integration result
24+ [ Left sum HSquam sum H Right sum ”Trapezoidal sum] [ Simpson sum l
b
4cos(3x"2+5) dx
f(x) dx = 4,38368977650701 (Simpson Sum)
05 ¢ Insert n- 4 =
4 — Int
a ¥
Trigonometric function 2.
24 N
A'sinfa*x’b+c) A= 1 = g= 1 i C
12
S 2 N
a4 \
Acos(a®xbic) A=4 | =3 i .
-18
b=2 - c=5 = k -
28
3! \
Attig@x’b+c) A= 1 Hoa=h B i i
4
b= [i = = = 05 021 008 037 066 095 124 15 18 211 24

Sl. 5.8 Rezultat aproksimacije za n=4 (Rezultat:4.383)

ol Numerical Math Solver =] e |
Menu
Integration result
24 1t I Left sum l ISquare sum l I Right sum HTrapezoidaI sum] [ Simpson sum I
b
4cos(3x"2+5) dx
f(x) dx = -0,149086777669711 (Simpson Sum)
05 Insert n: 6
4 — Int
a 3
Trigonometric function 2 \\ + N
24
Asin(a*x"b+c) A= 1 2 g= 11 z 1 \ ,// \\
1.
b=t =51 3 ~ Y
04 1
Acos(@*xbic) A=4 | g=[3 = gl X
-1,
b=> i e=5 - Y
-2,
Artg(a*x"b+c) A=1 J a=h = 3 \
4
b= 1 5 = : 05 021 008 037 065 035 124 15 182 211 24

Sl. 5.9 Rezultat aproksimacije za n=6 (Rezultat:-0.149)

45 Numerical Math Solver o e |
Menu
Integration result
24 = { Left sum ] [Square sum ] { Right sum “Trapezoidal suml { Simpson sum ]
b
4cos(3x"2+5) dx
f(x) dx = 2,58382513880583 (Simpson Sum)
05 = Insert n: 8 = .
— Int
i i i a g: AY l/ \
Trigonometric function é.. \\ y \‘ Iﬂ
A*sin(a*x"b+c) A= [ = a= N z 1 i \\ l,I' \\
1.
b=t El e=h & ° " A
poy X ] \
= 0,
A*cos(a*x"b+c) A= 4 S a=3 2 byt \\ If \\
-,
b=2 & =[5 & = \ I,! \“
2
3 \
Attg(a®™x"b+c) A=1  oa=h = e
-+ —
be i ~ = 05 -021 008 037 066 095 124 153 182 21 24

Sl. 5.10 Rezultat aproksimacije za n=8 (Rezultat:2.583)




5 Numnerical Math Solver = e ]
Menu
Integration result
24 = l Left sum ] lSquare sum I l Right sum HTmpezoidal sum] [ Simpson sum I
b
4cos(3x"2+5) dx
f(x) dx = 4,19119204338348 (Simpson Sum)
05 = Insert n: 10 |
4 7 — It
a : 7 AA
Trigonometric function by \\ 7 \\ ,I\I ’l \\
2
- . AY i \ [ ) J T\
A*sin(a*x"b+c) A= |1 = a= |1 z i V4 \\ 'l l| ‘l \‘
1
; || ] L]
b=1 3 e=h = 2 1 L A
\ ] | 1
o t I | I
A*cos(a*x"b+c) A= 4 s a=1[3 = 3 l‘ 'i ‘\ ! ‘l
Rl
= g 117 1T \
[ Gonim | b=(2 & =5 = 24 -, i L
-2,
= \ I \
Attgl@axb+c) A=1 | a= 1 = 3 A
4 —
b=f B c=[ = 05 021 008 037 06 085 124 153 18 211 24

Sl. 5.11 Rezultat aproksimacije za n=10 (Rezultat:4.191)

a5 Numerical Math Solver [

Menu

Integration result

24 |2 i Left sum I iSquare sum l [ Right sum ”Trapezoidal sum] [ Simpson sum ]
b
4cos(3x"2+5) dx
f(x) dx = 2,97545917998149 (Simpson Sum)
05 F Insert n: 14 =
4 —int
a 3 71T { -
Trigonomelric function 2 \\ 7 \\ ] \l \‘
s HIS Vi 1} T T
Asin(a*x’b+c) A= 4 = g= 1 z a 7 \‘ 'I ‘l l|
= 2 Tt |-
b=1 =1 2 1
L B
= -0,
A*cos(a®x"b+c) A= 4 d a=3 = Y \‘ ,l \\ f l.
A1
b=p & =5 & ; — S
g (W 1
Atigla*xbic) A=1 [2 ga= 1 = 3 3,
4 -
b= & =l z 05 -021 008 037 06 095 124 153 182 21 24

Sl. 5.12 Rezultat aproksimacije za n=14 (Rezultat:2.975)

4l Mumerical Math Solver B

Menu

Integration result

24 l Left sum ] lSquare sum l [ Right sum HTrapezoidaI suml l Simpson sum I
b
4cos(3x"2+5) dx
f(x) dx = 2,72178046694173 (Simpson Sum)
05 < Insert n- 24 =
4 — Int
a ; VA 1} 1
Trigonometric function 2 \\ 7 \\ . \‘ 1|
. ES ¥ 7 \ 1 I}
Asin(@*x"b+c) A= [ = a= 1 = 1 Z \‘ 'I II 'I |l
1
= ; ] 1| 1
b= &l =01 E 2 -
T
- * - 0.
A*cos(a*x"b+c) A= 4 S a=3 z I \‘ ‘I l| : i\
= i | L
[ Comm ] b=2 = c=b 7 -
2
3 7 ] !
A'tgla'x’b+c) A=1 3| a=)1 [ g 1w/} v,
= Y05 021 00 0 0% 0% 12 18 1@ 211 24

e

g
[¢]
I
g

Sl. 5.13 Rezultat aproksimacije za n=24 (Rezultat:2.721)
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Toénost aproksimacije o broju n (%)

HToénost

100

94.86
%076
80
60
1612
39.06
40 34.53
20
547
0 ||
n=2 [ n=4 [ n=6 [ n=8 [ n=10 [ n=14 [ n=24

ToEnost 3453 | 39.06 | 5.47 | 94.86 | 16.12 | 9076 | 99.8

Sl. 5.14 Graf ovisnosti tocnosti aproksimacije o broju n

Ovi primjeri potvrduju veé¢ ranije spomenutu Cinjenicu da je greska aproksimacije jako velika
odabere li se premali broj n. U prvom primjeru pove¢avanjem broja n, linearno se povecavala
tocnost aproksimacije. U drugom primjeru kod integriranja trigonometrijske funkcije,
poveéavanje broja n za male vrijednosti n-a (n<10) ne znaci nuzno i vecu to¢nost aproksimacije

iz razloga §to je n premali 1 samim tim daje irelevantnu aproksimaciju.

5.1.2 Analiza utjecaja izbora numericke metode za to¢nost aproksimacije

U ovom dijelu rada na dva primjera analizirat ¢e se utjecaj izbora pojedine numericke

metode na to¢nost aproksimacije.

U prvom primjeru potrebno je izracunati aproksimaciju integrala razli¢itim metodama za n=12.

(To¢no rjesenje: 134.38505625)

[I(33 * x™M1+ 5.1+ x72) dx
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45l Numerical Math Solver

Menu

27 =
f 3.3*x™4.1+5.1*x"2 dx
08 = Insert n: 12

= e=)led
EACA|EN(FY
[l 5 b8 e
EN[ER[ER[E
0]l ot e

Integration result

| Leftsum | Square sum | Rignt sum || Trapezoidal sum | ~Simpson sum |

f f(x) dx = 134,385574389417 (Simpson Sum)

b

416.8;
371.9

326.99

3

1

/

2820

237.15
182.23

147.3
102,

7

1

57.47
12,55 =

—

“Tos 108 126 144 182 15 188 216 234 252 27

— Integral

Sl. 5.15 Rezultat integracije Simpsonovom formulom(Rezultat:134.385)

8 Numerical Math Solver

= X

Menu

27 =
f 3.3*x74.1+5.1"x"2 dx
08 = Insert n: 12

l=e=lied lad
EACN|EN|FY
a5 k6 bt
EN[EN|ER|EN
0] bl

Integration result

l Left sum " Square sum " Right sum l [Trapezuidal sum} l Simpson sum l

f f(x) dx = 134,952527888847 (Trapezoidal Sum)

b

416.83
ng
326.99

/

282,07
237.15
192.23
147.31
102,39

57.47

L1

09 108 126 144 162 18 198 216 234 252 27

= Integral

Sl. 5.16 Rezultat integracije trapeznom formulom (Rezultat:134.952)

55 Numerical Math Solver

Menu

27 [
f 3.3*x"4.1+5.1*x"2 dx
05 Insert n: 12

=Jlezliellal
EALHER(ES
il 5] 6
SN/ENEREN
ol

Integration result

| tettsum | square sum | Rigntsum || Trapezoidal sum | | Simpson sum |

f f(x) dx = 151,797133966053 (Right Sum)

b

460.71
416.47
3722

327.99
283.75
239,51
195.27
151.0:

il

106,

62.55
18.31

—

—

08 108 126 144 162 18 138 216 234 252 27

— Integral

Sl. 5.17 Rezultat integracije Desna suma(Rezultat:151.797)
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55! Numerical Math Solver

Menu

f 3.3*x"4.1+5.1*x"2 dx

msortn:

Integration result

l Left sum H Square sum H Right sum l lTrapezuidaI sumH Simpson sum ]
b

f f(x) dx = 134,101369002955 (Square Sum)

a

. | — Integral
s |
295,51
. -

21555 I__!
17557
135,59 I
95,61
55,63 ==
1565 =]
08 108 126 144 1862 18 198 2.6 234 25 27

Sl. 5.18 Rezultat integracije kvadratnom formulom(Rezultat:134.101)

-
8 Numerical Math Solver

e

Menu

I Left sum ” Square sum H Right sum HTrapeznidaI sum] l Simpson sum l
b
f pEmcmne f f(x) dx = 118,107921811641 (Left Sum)
Insert n-
a — Integral
416.83
=i sl o = }
EA ey = i
it 5 6 it s i
AEEE Frmm

Integration result

08 108 126 144 162 18 188 216 234 252 27

Sl. 5.19 Rezultat integracije Lijeva suma (Rezultat:118.107)

Toénost pojedine aproksimacije(%)

H Toénost

99.78 99.57 99.96

100 A
87.88 27.04
80 4
60 -
ao
20 A
0~ " . - .
Lijeva suma Desna suma Srednja tocka Trapezna suma Simpsonova suma
Tofnost 87.88 87.04 99.78 99.57 99.96

Sl. 5.20 Graf ovisnosti tocnosti aproksimacije o pojedinoj metodi
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U drugom primjeru potrebno je izracunati aproksimaciju integrala razli¢itim metodama za n=60 .

ffo_9(4sin(2x’\2 + 4))dx. (To¢no rjesenje: -5.310061954)

Coom—] b=[i B o=

T [

8 Numerical Math Solver = 28|
Menu
Integration result
30 | [ Left sum l lSquare sum l l Right sum “Tmpeznidal suml l Simpson sum l
b
4sin(2x"2+4) dx -
f(x) dx = -5,30932750204435 (Simpson Sum)
09 [ Insert n- 60 =
g Y — Int
a : |\ | i}
Trigonometric function 3 711 A
i e
A'sin(a'xb+c) A=4 5| a= 2 &= . I Am—
3 T T I
b=2 (| e=f = el [
o 1 A
. o I
A*cos(a*x"b+c) A= 4 s a= 3 = I 1 li 'J II [l
! 1 (W i
Confi b=32 [ e=5 = B
e ﬁLI ﬁL‘ +’ Ar‘ ]@'
Attglaxbc) A=1 3| a= 1 oy 7 1 )

P
-08 -051 -012 027 066 105 144 18 222 261 3

Sl. 5.21 Rezultat integracije Simpsonovom formulom (Rezultat: - 5.309)

& Nurnerical Math Solver = S|
Menu
Integration result
30 [ l Left sum ] l Square sum ] l Right sum “Tmpezoidal sum I [ Simpson sum ]
b
4sin(2x"2+4) dx
f(x) dx = -5,32313893877015 (Trapezoidal Sum)
09 Insert n- 60 o
73 I —lnt
a 3 i i i}
Trigonometric function 5 ’I \‘ 'J' \I lI' \|
2
" ] 1 [ T
A*sin(a*x’b+c) A= 4 a= 2 = 1] ’l 1\ J! I| IJ
1
Y ] 1 [ 1
b= 2 =l E 7 o
o I
o N
Arcos(a*x"b+c) A= 4 a= 3 2 3 ] ll 'l l| }
El
(Gomim | b=?2 | e=b = / S
b 7 A )
250 7 ] |
Attg(a®xb+c) A=1 2 =1 EYHAY Fi L i
4 —
b= i =l = 08 -051 012 027 066 105 144 133 22 261 3

Sl. 5.22 Rezultat integracije trapeznom formulom (Rezultat: - 5.323)

a2 Numerical Math Solver

=] - [

Menu

30 2
f 4sin(2x~2+4) dx
09 Insert n: 60

Trigonometric function
A'SIN@XDC) A= 4 [ a= 2

b=2 [ c=a

Arcos(a*x"b+c) A= 4 H a=3

b=2 =5

Atglaxbic) A=[1 2 a=h
b=1 c=11

Integration result

l Left sum l lSquare sum ] l Right sum “Tlapezoidal suml l Simpson sum ]

b

f f(x) dx = -5,24425769529538 (Right Sum)

4

— It

=

B
a I
I

i

1
P
1
]

[
1

o

1
I
rad

NN
R

L Pl =
o

4
08 -051 012 027 066

bbbl LLbb coa- Mpwwe

1'_"___-'

|

)

|

o T
)
i

106 144 183 222 261 3

Sl. 5.23 Rezultat integracije Desna suma (Rezultat: - 5.244)
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5
! Numerical Math Solver ==

Menu
Integration result
l Left sum l lSquale sum I [ Right sum ”Tmpeznidal suml l Simpson sum ]
b
Asin(2x~2+4) dx
f(x) dx = -5,30345835614105 (Square Sum)
Insert n: , |
—Int
a 3 )
Trigonometric function 28 JI L I
. = 11 T
Arsin(a*x"b+c) A= a= 1 iJ| I ")
b= c= e I
04
Accos(abic) A= a= » e
1.6
b= e
33 1 1
Atiga*x'bic) A= e L T Y=ot B N ] 1
b: o= 441,9 051 -012 027 066 105 144 18 222 261 3

Sl. 5.24 Rezultat integracije kvadratnom formulom (Rezultat: - 5.303)

85! Numerical Math Solver =L

Menu

Integration result

I Left sum I ISquare sum ] l Right sum “Trapeznidal suml [ Simpson sum ]

b
f 4sin(2x"2+4) dx
f(x) dx = -5,40202018224491 (Left Sum)
nsert o:

4

—nt

=

Trigonometric function
Atsin(a*x"b+c) A= =
b= c=

| |

Pl ]

|

11
r
1 1
| T
I ]
I

Atcos(@a'x’b+C) A= 4[5 a=

b= o=

Atlg(a'xbc) A=[1 =] a=1 a

b =l 09 -051 -012 027 066 105 144 18 222 261 3
= = =

s
L s

]

P

]
L I
L -

gl Oy Bhfisl oo rorg e
P e &

A

]
]
]
=

Sl. 5.25 Rezultat integracije Lijeva suma (Rezultat: - 5.402)

Toénost pojedine aproksimacije (%)

H Tocnost
98.27 98.76 99.87 99.75 99.98

100 -
80

50

130 |

20 |

o

Lijeva suma Desna suma Srednja tocka Trapezna suma Simpsonova suma
Toénost 98.27 98.76 99.87 99.75 99.98

Sl. 5.26 Graf ovisnosti tocnosti aproksimacije o pojedinoj metodi
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Pogled na dobivene rezultate potvrduje veé ranije spomenutu tvrdnju da je to¢nost Simpsonove
formule za aproksimaciju integrala numerickim putem najveca. Naime, Simpsonova formula u
oba primjera daje najvecu to¢nost. Aproksimacije trapeznom i kvadrathom formulom pokazuju
slicna odstupanja od to¢ne vrijednosti. Formula srednje to¢ke u oba slucaja poluéila je
minimalno veéu to¢nost od trapezne formule, no graficki gledano, trapezna je formula bolji izbor
iz razloga §to ,ljepse™ aproksimira danu funkciju. Aproksimacije lijevom i desnom sumom

pokazuju se kao najlosiji izbor, §to je 1 bilo za ocekivati.

5.2 Numericka derivacija

5.2.1 Analiza utjecaja izbora Ax na aproksimaciju derivacije
Buduc¢i da se za aproksimaciju derivacije funkcije koristi sljede¢a formula

f(x) = ﬂx"%}i_ﬂx"), u kojoj je zanemaren limes funkcije kada Ax — 0, uvjet za dobru

aproksimaciju derivacije je da korak bude jako malen. Na sljede¢em primjerima usporedit ¢e se

rezultat derivacije funkcije u tocki pri razli¢itim vrijednostima Ax.

Primjer 1: Potrebno je naéi derivaciju funkcije 3 *x*+5*x%+5 u to¢ki -1 za razli¢ite

vrijednosti Ax. (To¢an rezultat: -22)

ad Numerical Math Solver [= ] [t

Menu
N - o
Where x: -1,0 = _
Submit -8
Ax: 1,00000 =
1 0

3*x"4+5*x"2+5 exact solution | -22

-132

264

-39.6

528

66

Ll o

1 2

Sl. 5.27 Rezultat derivacije funkcije za Ax = 1 (Rezultat: - 8)
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55 Numerical Math Solver = LX)

Menu

ical Derivative C:

Where x 10 =
2 Submit -19,817

Ax  0,10000*

3*x"4+5*x"245 exact solution | -22

=i = ed 2
EAEN|EN(EY
a5 b6 it
EN/ENEREN |
0]l ol i o

Sl. 5.28 Rezultat derivacije funkcije za Ax = 0.1 (Rezultat: - 19.817)

[—
‘A \\ II

a5 Numerical Math Solver = Xl

Menu

ical Derivative C

Where x: -10 =
2 Submit -21,9770119970004

Ax 0,00100°

345245 exact solution | -22

=l (= led ad
288l
(5] 8]l
EN[EN[ER(EN
0] ot o

—
; \\ II

Sl. 5.29 Rezultat derivacije funkcije za Ax = 0.001 (Rezultat: - 21.977)

55 Numerical Math Solver | E=RE )

Menu

ical Derivative C:

Where x: -1,0 =
Submit -21,9997700011021

Ax: 0,00001 2

1 0

=lle=]iellad
EACR(ER(EY
ot 5] 6 it
EN[EN[ER(EN .
ol o

264

-39.6

52,8

1 2

Sl. 5.30 Rezultat derivacije funkcije za Ax = 0.00001 (Rezultat: - 21.999)



Toénost aproksimacije o Ax (%)

B Toénost
99.89 99.99

0.001

Toinost 36.36 90.07 99.89 99.99

Sl. 5.31 Graf ovisnosti tocnosti aproksimacije o Ax

Primjer 2: Potrebno je naéi derivaciju funkcije 3 * x> +5+x1 + 6u tocki 1.1 za razlidite

vrijednosti Ax. (To¢an rezultat:15.89)

45 Numerical Math Solver [ESREEE >

Menu

Numerical Derivative Calculator

Where x: L‘ Submit 47,69
o

]

3*x"3+5"x"1+2 exact solution 15,89

=== Derivation

=lleelled () Z\
[z ledle e AW
[4](5]le][+] TN

ER[ER|EN|EN
Lol b [ v

il I [
~
\\
o [~

e

31 41

Sl. 5.32 Rezultat derivacije funkcije za Ax = 2 (Rezultat: 47.69)

-
o Mumerical Math Solver [N

Numerical Derivative Calculator

Where x: 1,1

:
£
. :
o \\
\\\
. ~

Submit 21,59
Ax: 0,50000

exact solution 15,89

B
n

> 058 B R 8835
L~
L~
L~

31 41

Sl. 5.33 Rezultat derivacije funkcije za Ax = 0.5 (Rezultat: 21.59)
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a5 Numerical Math Solver = |

Where x: 1,1 =
Submit 15,8999029999976
Ax: 0,00100
et

= Derivation

Sl. 5.34 Rezultat derivacije funkcije za Ax = 0.001 (Rezultat: 15.899)

Toénost aproksimacije o Ax (%)
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Sl. 5.35 Graf ovisnosti tocnosti aproksimacije o Ax

Dobiveni rezultati su u skladu s ocekivanjima. Kako je ve¢ objasnjeno u teorijskoj podlozi
numericke derivacije, pokazalo se da izbor vrijednosti Ax mora biti dovoljno malen i teziti u
nulu za dobru aproksimaciju derivacije. Ukoliko se ne uzme dovoljno mali Ax, greska
aproksimacije bit ¢e velika. U prvom primjeru kod Ax = 1 te u drugom primjeru, kod vrijednosti
Ax = 2 moze se uociti ogromno odstupanje od tocne vrijednosti. Razlog je Sto je red veliCine

vrijednosti Ax jako velik.

42



6. ZAKLJUCAK

Tema ovog rada bila je softverska implementacija te usporedba i analiza pojedinih numerickih
metoda za aproksimaciju integracije i derivacije funkcije. U radu su sadrzane teorijske osnove
integracije i derivacije funkcije te opisane numericke metode koje se bave ovom problematikom.
Numeri¢ke metode pokazuju se kao mocan alat kod izgradnje algoritama za rjeSavanje ovakvih
problema. Za prakti¢ni dio rada, uz pomo¢ numeric¢kih metoda, razvijena je aplikacija koja je u
mogucénosti racunati integraciju polinoma i trigonometrijske funkcije te derivaciju funkcije
polinoma. Aplikacija kao rezultat vra¢a korisniku numericko rjeSenje te graf funkcije. U radu je
napravljena usporedba i analiza rezultata. Kod numericke integracije najtocnija se pokazala
Simpsonova metoda integracije. Trapezna metoda i metoda srednje to¢ke daju sli¢ne rezultate,
dok su najmanju to¢nost pokazale metode lijeve i desne sume. Kod numericke integracije za
vecu tocnost aproksimacije vazno je odabrati dovoljno velik n. Kod numeri¢ke derivacije,
implementirana je metoda diferencije unaprijed. Kod numericke derivacije bitno je uzeti jako
mali Ax, kako bi aproksimacija dala zadovoljavajuce rezultate. Gledajuci sa aspekta autora ovog
diplomskog rada, aplikacija je zadovoljavaju¢e napravljena, no moguce ju je joS poboljsati.
Prvotna misao je bila omoguditi korisniku unos ,,bilo kakvog™ izraza u polje teksta, iz kojega bi
aplikacija kupila podatke. Taj posao je jednim dijelom uspjesno odraden, buduéi da je u polje
teksta omoguéen unos polinoma viseg reda te prepoznavanja prioriteta matematickih operacija,
no unos trigonometrijskih funkcija u polje teksta nije integrirano te je u ovoj verziji aplikacije
zaseban dio.
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SAZETAK

Numericka integracija i numericka derivacija jako su vazne za razvoj tehnike i znanosti. Cilj
ovog diplomskog rada bio je prouditi numericke metode za rjeSavanje integrala i derivacije
funkcije te napraviti analizu metoda. Za tu potrebu napravljena je aplikacija nazvana
NumericalMathSolver koja uz pomo¢ numerickih algoritama daje numericko i graficko rjesenje
integrala te derivacije funkcije. U radu su uz teorijsku osnovu, prikazane mogucnosti aplikacije

te prikaz, usporedba i analiza rezultata.

Kljuéne rije¢i: numericka integracija, numeric¢ka derivacija, analiza metoda

DESKTOP APPLICATION FOR SOLVING DEFINITE INTEGRALS AND CALCULATING
DERIVATIVE OF FUNCTION BY NUMERICAL MATHEMATICS METHODS

ABSTRACT

Numerical integration and numerical differentiation are very important for the development of
technique and science. The aim of this master thesis was to study numerical methods for solving
integrals and derivative of functions and analyze the methods. An application called
NumericalMathSolver was created for this purpose, which, with the aid of numerical algorithms,
provides the numerical and graphical solution of the integrals and derivative of the function. In
this thesis was presented theoretical basis, the possibilities of the application and the

presentation, comparison and analysis of the results.

Keywords: numerical integration, numerical differentiation, analyze the methods
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PRILOZI

Na prilozenom CD-u nalazi se dokument rada u docx i pdf formatu te izvorni kod aplikacije.
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