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1. UVvOD

Zadatak ovog zavr$nog rada je stvoriti program u programskom jeziku C koji ¢e raCunati
svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore realne matrice. Sam naslov rada govori nam sve §to je

potrebno obraditi unutar njega.

Kao polaznu temu uzet ¢emo pojam matrica jer je razumijevanje osnovnih definicija i svojstava
matrica nuzno za daljnje rjeSavanje zadatka rada. Nadalje, teorijski ¢emo objasniti kljuéne
pojmove - svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore. Nakon §to objasnimo teorijski dio pocet
¢emo s njegovom primjenom na zadatcima. Najprije ¢emo rijesiti primjer ra¢unanja svojstvenih
vrijednosti i svojstvenih vektora na matrici dimenzija 2x2, a zatim na primjeru matrice 3x3. Neki

od vaznijih postupaka prilikom rjeSavanja bit ¢e detaljnije objasnjeni.

Sljedeca tema biti ¢e implementacija zadatka u programskom jeziku, a to je ujedno i temeljni
zadatak rada. Unutar ove teme obradit ¢emo osnove programskog jezika C nakon cega slijede
programi napisani u njemu. Prikazat ¢emo implementaciju dvaju programa (za matrice dimenzija

2x2 1 3x3) ispod kojih ¢e biti detaljna objasnjenja gotovo svake linije koda.

Naposljetku rada prikazat ¢emo rezultate programa nakon pokretanja, tj. testirati ¢emo jesu li

programi doista funkcionalni. Na samom kraju zavr$nog rada slijedi zakljucak.

1.1. Zadatak zavrSnog rada

Zadatak ovog zavr$nog rada je napisati program za raCunanje svojstvenih vrijednosti i

svojstvenih vektora u programskom jeziku C.



2. SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI | SVOJSTVENI VEKTORI REALNE
MATRICE

U ovom poglavlju re¢i ¢emo nesSto o matricama, svojstvenim vrijednostima i svojstvenim

vektorima te ¢emo to znanje primijeniti prilikom rjeSavanja zadataka.

2.1. Opcenito o matricama (definicije i primjeri)

Realna matrica je svaka pravokutna shema brojeva sljedeceg oblika:

all a12 s aln
Ay GQyy ... @
Am1i Am2 - Amn
gdjesuajeR,i=1,..,m;j=1,..,n.Ajeopcioblik matrice koja ima m redaka i n stupaca

pa kazemo da je tipa (m, n). Brojeve ajj nazivamo elementi matrice gdje indeks i predstavlja

broj retka, a indeks j broj stupca u kojem se element nalazi [1]. To je prikazano na slici 2.1:

opéi element
¥ matrice

indeks o U “_p Indeks
retka slupca

Slika 2.1. Element matrice [1]

Krace matricu zapisujemo: A = (ajj) .



Matrice oznac¢avamo velikim slovima:

N S P S

Matrica A ima 2 retka i 2 stupca (2x2), matrica D ima 3 retka i 3 stupca (3x3). Prilikom
rjeSavanja zadatka ovog rada (raCunanja naSeg svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora
realne matrice) koristiti ¢emo matrice upravo tih dimenzija. Matrica B ima 3 retka i 2 stupca,

matrica C ima 2 retka i 4 stupca.

Ako je broj redaka matrice jednak broju stupaca, tj. m = n, tada je zovemo kvadratna matrica
reda n . Matricu tipa (1, 1) poistovjecujemo sa realnim brojem. Matrica kojoj su svi elementi

jednaki nuli (aij = 0, V;, V;) zove se nul matrica i oznaCava se s 0. [1]

Za kvadratne matrice definiramo dijagonalu matrice — dijagonala sadrzi elemente s jednakim
indeksima: a;1, ayz, ..., Ann - AKO SU matrici svi elementi izvan dijagonale jednaki nuli, tada je

zovemo dijagonalna matrica . Primjeri dijagonalnih matrica:

4 00 O a11 O
6 0 O
2% fo 2z of |3 30 01, 1]
0 2’ 00 7 "0 08 O
0 00 1
Dijagonalna matrica kojoj su svi dijagonalni elementi jednaki 1 (ai =1,i=1, ..., n) zove se

Jjedinicna matrica 1 oznacava s |. Primjeri jedini¢nih matrica:

1.0 0 3(1’"'8
o 1o, 1= 9 m

1
[O 0 0 1

Kvadratna matrica je gornja trokutasta ako su svi njeni elementi ispod dijagonale jednaki nuli.

Primjeri gornje trokutaste matrice:

a11 a12 s aln
5 2 4
0 ay .. a
o 2l [0 1 —2], IR e
00 7 0 0. a
-



Kvadratna matrica je donja trokutasta ako su svi njeni elementi iznad dijagonale jednaki nuli.

Primjeri donje trokutaste matrice:

aiq 0 ... 0
5 0 0
Tl [2 1 0], l“ R B Y
0 3 7 Ap1 Qp2 -~ Qpn

2.2. Teorijska podloga

Opisat ¢emo kako se trazi najprikladnija baza vektorskog prostora X, odnosno baza u kojoj ¢ée
linearni operator A: X — X imati najjednostavniji prikaz. X ¢e nam predstavljati n-dimenzionalni
vektorski prostor i svi ¢e operatori biti definirani i uzimati vrijednosti u istome prostoru X . Za
razumijevanje sljedec¢ih objasnjenja bitno je definirati i pojam kolinearnosti - kolinearni vektori

su oni koji pripadaju istom ili paralelnim pravcima.

Razmotrimo sljede¢i primjer. Uzmimo da je A operator simetrije s obzirom na pravac p.
Najprikladnija baza za opis ovoga operatora je ona koju sacinjava vektor smjera pravca p i
vektor okomit na njega. Vektore ozna¢imo s e i f. Pri tome vrijedi: A(e) = e, A(f) = -f : slike
vektora e i f su paralelne na same vektore. Oni (i njima kolinearni vektori) su i jedini vektori s
tim svojstvima. Ako uzmemo bili koji drugi vektor koji nije kolinearan s jednim od ova dva, x =

ae + Bf, tad je A(X) = = ae - Bf i taj vektor nije kolinearan s Xx.

Vektor v # 0 zovemo svojstvenim vektorom operatora A ako postoji skalar A takav da vrijedi
Av=2»7Av.

Skalar A nazivamo svojstvena vrijednost operatora A, koja odgovara svojstvenom vektoru v .
Dakle, po definiciji vidimo da je i ae (¢ € R, a # 0 ) svojstveni vektor, ¢im je v Svojstveni

vektor, a svi ti vektori odgovaraju istoj svojstvenoj vrijednosti.

Neka su x, y dva svojstvena vektora (ako postoje, ali ne nuzno kolinarana) koji odgovaraju istoj
svojstvenoj vrijednosti A, tada vrijedi:
A(ax+ By ) = aA(X) + BA(Y) = akx + fAy = A (ax+ BY)

te je ax+ By svojstveni vektor za istu svojstvenu vrijednosti (ako je razlicit od 0).



Poopé¢imo li to razmatranje, mozemo za svaku svojstvenu vrijednost A promotriti potprostor
Ker (Al — A), jezgru operatora Al — A. Svaki vektor, koji je razli¢it od nule, iz toga potprostora je
svojstveni vektor operatora A. Naime, (Al — A) (v) = 0 povla¢i A(v) = Av , te se taj potprostor

naziva svojstveni potprostor koji pripada svojstvenoj vrijednosti A.

Primjer: Neka je operator A zadan sljedeCom matricom: A= [(1) ﬂ, nadimo njegove

svojstvene vrijednosti i vektore!

Pomocu jednadZzbe Av = Av stvorimo sljedeci sustav:
X1+ X2 = Ax1
X2 = Ax2
pa iz druge jednadzbe is¢itamo da je A = 1 ili x2= 0. Ako je A = 1, iz prve jednadzbe slijedi da je
X1+ X2 =x1 tejexa2=0, x> jebilo kakav. Ako je x2 = 0 onda iz prve jednadzbe vidimo da je

A =11 opet x1 bilo kakav (ali razli¢it od 0). Zato postoji jedna svojstvena vrijednost A = 1 i

jednodimenzionalni svojstveni potprostor a [é] koji odgovaraju toj svojstvenoj vrijednosti.

Umjesto da govorimo o jednodimenzionalnom potprostoru, izabrat ¢emo jedan njegov vektor i

govoriti i svojstvenom vektoru koji pripada toj svojstvenoj vrijednosti.

Nakon §to smo pronasli svojstvenu vrijednost, slijedi nalaZenje svojstvenih vektora. Nalazenje
svojstvenih vektora svodi se na rjesavanje homogenog linearnog sustava. Jednadzba Av = Av je
ekvivalentna s (Al — A) (v) = 0. Stoga, v je svojstveni vektor ako i samo ako pripada jezgri

operatora Al — A . Taj uvjet govori nam o nac¢inu na koji se mora birati skalar A.

Da bi jednadzba (Al — A) (v) = 0 imala netrivijalno rjeSenje, operator Al — A ne smije biti
regularan. Neka je A matrica operatora A u nekoj bazi. Matrica jedini¢nog operatora (u svakoj
bazi) je jedini¢na matrica | . Zato operatoru Al — A odgovara matrica Al — A, a s obzirom da ta

matrica nije ragularna, njezina determinanta mora biti jednaka O:

A—aq, -y - —Qin
—-a A—ay, - —azn

- A= % 22 =0.
—Qp —Qpy . A—aun



Ova determinanta je polinom po nepoznanici A, stupnja n. Nazivamo ga karakteristi¢ni polinom

operatora A (ili matrice A) i oznaGavamo ga s Ka(}).

ka(L) = det (AI - A) .

Vodec¢i koeficijent ovoga polinoma, uz potenciju A" je 1 pa zato on ima oblik:
kA(;\,) = 7\4n - 0'17\n_1 T e T O—Tl—l }\ - O-n .

Jednadzba ka(X) = det (AI - A) = 0 se naziva karakteristi¢na jednadzba operatora A (matrice A).

Njena rjesenja su svojstvene vrijednosti operatora A.

Karakteristi¢ni polinom ne ovisi o izboru baze, on se ra¢una preko determinante matrice koja

odgovara operatoru AI - A. Ta matrica ovisi 0 izabranoj bazi, ali njezina determinanta ne! Svake

takve dvije matrice su sli¢ne i zato imaju istu determinantu.

S obzirom da su svojstene vrijednosti nul-tocke karakteristi¢cnog polinoma niti one ne ovise 0
izboru baze. Zbog toga pri racunanju svojstvenh vrijednosti mozemo uzeti bilo koju bazu za

prikaz operatora A.

2.2.1. Racunanje svojstvenih vrijednosti

Svojstvene vrijednosti su nul-tocke polinoma stupnja n. Kako bismo ih odredili, moramo prvo
odrediti taj polinom. S obzirom da je on determinanta matrice reda n, suoceni smo s dva

problema:

1. Kako odrediti determinantu matrice reda n, ¢iji elementi nisu numericki, nego se u njoj
pojavljuje i nepoznanica A?

2. Nakon §to izracunamo taj polinom (na neki nacin!), kako odrediti njegove nul-tocke?

Na prvo pitanje se ne moze dati zadovoljavajuci odgovor. Postoji nekoliko na¢ina za odredivanje
koeficijenta karakteristicnog polinoma koji ne koriste direktno ra¢unanje determinanti, ali svi su

oni efikasni samo za matrice malog reda.



Sto se ti¢e nalazenja svojstvenih vrijednosti, nul-to¢ke polinoma velikoga stupnja se mogu
raunati samo pribliznim metodama. Razlog za to je Sto eksplicitne formule za nalazenje nul-
toCaka polinoma stupnja veceg od Cetiri ne postoje. Za polinome stupnja tri 1 Cetiri, formule

postoje ali su prakticki beskorisne.

Sve ovo nam govori da se svojstvene vrijednosti (i vektori) matrica velikoga reda nalaze potpuno
drugacijim metodama. Tim se problemom bavi posebno podru¢je matematike koje se zove

numericka linearna algebra.

2.2.2. Znacenje kompleksnih brojeva

Polje realnih brojeva nije dostatno u problemu nalaZzenja svojstvenih vrijednosti. Razlog za to je
Sto polinom (Cak i onaj s realnim koeficijentima) ne mora imati niti jedan realni korijen. Ako je
to karakteristi¢ni polinom onda odgovarajuci operator nema (realnih) svojstvenih vrijednosti. S
druge strane, prema osnovnom stavku algebre svaki polinom stupnja n ima to¢no n kompleksnih
nul-tocaka (brojeé¢i njihovu visestrukost). Zato je korisno pri nalazenju svojstvenih vrijednosti
dozvoliti ra¢un u polju kompleksnih brojeva. Na taj nacin ¢e svaki operator imati barem jednu
svojstvenu vrijednost i barem jedan svojstveni vektor (koji ne mora imati geometrijsku

interpretaciju). [2]



2.3. Primjer zadatka za 2x2 matricu

Prije rjesavanja zadataka ponovimo najprije teorijski dio ukratko!

Neka je X vektorski prostor. Za skalar AER kazemo da je svojstvena vrijednost linearnog
operatora A: X — X ako postoji vektor v €X koji je razlicit od 0 (nulvektora) tako da vrijedi
Av = \v . Tada taj vektor nazivamo svojstveni vektor. Karakteristi¢ni polinom kvadratne matrice
A (ka(X) ) je determinanta matrice (Al — A). Ka(A) =0

Zadatak:

Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore linearnog operatora A: v* — v? ako je

AX = (2X1 - 5%2) e + (X1 — 4x2) e5 .

RjesSenje:

Najprije iz zadane jednadzbe odredimo matricu iz koje ¢emo izracunati sve ostalo. Odredimo ju
tako S$to brojeve uz x1 piSemo u prvi stupac, a brojeve uz x2 piSemo u drugi stupac.

o
Nakon S§to smo odredili osnovnu kvadratnu matricu mozemo poceti s racunanjem njenog
karakteristi¢énog polinoma.

Ka(h) = det(Al — A)

ka(h) =0

_ _ A0 2 =5 _|A=2 5
ka(V) = det(M — A) = det ( [0 )\] i [1 _4] ) = | L2,
A—2)(A+4)—(-1-5) =22 +4r-2L—-8+5=0
22+20-3=0  (a=l, b=2,¢=-3)

A, = 22 21,:-4@ = _Zi';_lz , iz toga slijedi da su svojstvene vrijednosti:



Stvaranje sustava jednadzbi:

c/qi;:)\.‘l_j, i;:xle—l)‘kxze—z)
2 =51M™_, "

[1 _4] [xz] =2 [xz]
2x; —5x, ] [Axl]
xl —4x2 - A‘XZ

* 2X1 — 5X2 = AX1
* X1 —4X2 = Ax2
Za svaki A pripadni vektor dobivamo kao rjeSenje sustava jednadzbi. Imamo dva rjeSenja za A §to

znaci da ¢emo imati dva slucaja.

1. SLUCAI:
Za M= -3, uvrstimo A u gore navedene jednadzbe (*) te rjeSavamo sustave.
2X1 — 5X2 = -3X1

X1 — 4X2 = -3X2

2X1 —5X2 +3x1=0

X1 —4X2 +3x2 =0

5X1—-5x2=0 /:5 homogen sustav jednadzbi
X1—%X2=0 (obje imaju jednaka rjeSenja)
X1=X2

Xx1=teR

tt)=t(1,1)

t1_.,1
[t] =t [1]
1z toga slijedi da je svojstveni vektor:

vi=ej+e;

Avy =-3v;



2. SLUCAJ
Za =1, rjeSavamo analogno kao prvi sluca;.
2X1 —5X2 = X1

X1 —4X2 = X2

2X1—5%2-x1=0

X1—4X2-%X2=0

X1—5x2 =0
X1—5x2=0
X1 = 5x2
X2=teR

Gt,)=t(5,1)

5t] _ . [5
1=t
Svojstveni vektor:
v; =5e1 te;

—_— _ —
Av, =V,

A@=[; T

V) =1, 77)

A(v) = [_03 (1)] Matrica je dijagonalna jer su na dijagonali svojstvene vrijednosti.

10



2.4. Primjer zadatka za 3x3 matricu

Zadatak:
Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore linearnog operatora «A: v3 — v kojemu je u

bazi (e) = (e7, e,, €3 ) pridruzena matrica:

4 =2 1
AE)=1-2 1 2

1 2 4
Rjesenje:

Najprije racunamo karakteristi¢ni polinom zadane matrice.
ka(h) = det(Al — A)
ka(h) =0
A 0 O 4 =2 1
Ka(h) = det(Al — A) = det ( [O A 0] - [—2 1 2] ) =

0 0 Al L1 2 4

2.4.1. Racunanje determinante n-tog reda

Racunanje determinante matrice n-tog reda (u ovom slucaju dimenzija 3x3) je neSto slozenije
nego Sto je to bilo kod matrice 2x2. Iz toga razloga postoje razliCite metode kojima se
determinanta brze izracuna, a najopcenitija metoda je Laplaceov razvoj determinante. Laplaceov
razvoj determinante se moze provoditi po bilo kojem retku ili stupcu matrice. Neka je matrica A
reda n. Ako u toj matrici izostavimo i-ti redak i j-ti stupac dobit ¢emo matricu ¢iju determinantu
zovemo subdeterminanta ili minora i ozna¢avamo je sa Mij. Algebarski komplement ili kofaktor
elementa ajj je broj

Ai= (D" M. [3]

Primjer, razvoj po prvom retku (a4, @42, @13 ) :

aj; A1 Qg3

A2z Q23 az; Q3
det(A) = |A| =|A21 Q22 Q23|=a '—1l+1'| |+a -—11+2'| |
W= a31 az; asz D az, ag| 92 D dz; As3
az1 Az
+ a.- (—1 143, | |
13D azp aszz

11



Prate¢i navedno objasnjenje mozemo nastaviti S racunanjem determinante zadane u nasem

zadatku.
A—4 2 -1
2 A-1 =2 [=0-a P TR e |20 T2
-1 -2 A-4
_ J(—1)\143 . 2 A—1 —
H=D | 2 T =0

A=—D[(A2—4A—A+4)—4]-202A—-8-2)—1(-4+A1—1)=0
(A — 4)(A2-50) — 2(2A — 10) - (A — 5) =0
A=5[AQA—4)—4-1]=0
(A=5)(A2 =41 —5) =0

1. A—=5=0 5A3=5

2. 2—4A—5=0->4,=5, \, =—1

Dakle, svojstvene vrijednosti su:

A.1:—1
12=5
13=5

Stvaranje sustava jednadzbi:

c/q,"._}:}\.ﬁ, ﬁ):xle—1)+xze—2)+xge_3)

[ 4 -2 1]1[*1 X1

-2 1 2|[|x2=A]x
| 1 2 41 1X3 X3
[ 4xq X3

—2x, Axq
_le Xy 2x3“ = [}\XZ]

[ xq 2x,  4x3 Axs3

4‘X1 - 2x2 + X3 = 7\X1
—le + X2 + 2x3 = )\XZ
xl + 2x2 + 4X3 = M3

Za svaki A pripadni vektor dobivamo kao rjeSenje sustava jednadzbi. Imamo tri rjeSenja za A Sto

znaci da bi trebali imati tri slucaja, medutim A, = A3 =5 pa ¢e nam to biti samo jedan slucaj.

Dakle, bez obzira na tri rjeSenja za A, ipak postoje samo dva slucaja.

12



1. SLUCAJ

Za M=-1:

4x1 — 2%y + X3 = —Xx4q
—2%1 + X, + 2x3 = —x,
X1+ 2%y + 4x3 = —x3

5x; —2x, + x3 =0 — x3 = —5x; + 2x, ( to uvrstimo u drugu jednadzbu)

_le + 2x2 + 2x3 = O
x1+2x2+ SX3 =O

—2x1 + 2x, + 2(—=5x; + 2x,) =0
—2x1 + 2x5 — 10x; + 4x,=0
—12x; + 6x, =0

—12x; = — 6x, / : (-6)

Xy = 2x4 (touvrstimo u tre¢u jednadzbu)

Xy +2:2x+ 5x3=0

X, +4x; + 5x3 =0

5x;+ 5x3=0

5x; = —5x35/:(-5)

X3 =—2Xx1

Izrazili smo x, i x5 preko x; .
x; =teR
t,2t-t)=t(1,2-1)

) -1[z]

Svojstveni vektor: v; =e; + 2e, - e3

ATy = —T;

13



2. SLUCAJ
Za A, = A3=5
4x1 — 2x, + x3 = 5xq
—2x1 + x5 + 2x3 = 5x,
X1 + 2%, + 4x3 = 5x3

_X1_2x2+X3=0 —>X3=x1+2x2
—2%x1 —4x,+ 2x3=0/:2 - x3=x; + 2x,

X1 +2x,— x3=0 - X3 =x1 + 2x,

Izlu¢ivanjem varijable x5 iz svake jednadzbe dobili smo isto rjeSenje stoga mozemo zakljuciti da

su sve tri jednadzbe linearno zavisne ( “jednake* ).

x1=tER
x, =SER
(t,s, t+2s)
t t 0 1 0
S =[Ol+s=t0+sl
t+2s t 2s 1 2

Svojstveni vektor: v, =e; + e3
Av, =50,

Svojstveni vektor: w35 =e; + 2e3

Avz = 5v5
4 =2 1
A(e) = [—2 1 2‘
1 2 4
) =1, v;,73)
-1 0 0
A(v) = [ 0 5 O]
0 0 5

14



3. IMPLEMENTACIJA U PROGRAMSKOM JEZIKU

U ovome poglavlju implementirat ¢emo 2 programa za racunanje svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektora. Prvi program ¢e biti za matrice veli¢ine 2x2, a drugi za matrice 3x3. Oba
programa ¢emo implementirati u programskom jeziku C++ te pored pojedinih linija koda

navoditi komentare koji pobliZze objasnjavaju postupak rjeSavanja.

Gotovo svaka linija predstavlja odredenu formulu te je svaka od njih korak prema kona¢nom
izraGunu trazenog rezultata — svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora. Ostale linije koda,
koje nisu formule, su neke funkcije, naredbe, zaglavlja itd. koje su nuzne za pravilno pisanje i

izvodenje programa. O njima ¢emo reéi nesto vise u sljedecem podnaslovu (programski jezik C).

3.1. C programski jezik

Najjednostavniji oblik C programa koji na ekran ispisuje ,,Hello, world* (Slika 3.1.) Cesto se
koristi kako bi se prikazala osnovna sintaksa programa. Na temelju takvog programa moguce je
nauciti osnovni nacin funkcioniranja i pisanja C programa stoga ¢emo takav jednostavan
program objasniti u nastavku. Svaku liniju ovoga osnovnog programa mozemo pronaci kasnije i
u naSim programima za raCunanje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora samo u

slozenijem kontekstu.

main(){
{”HE].]_C'_: I-"'II':'r":I.':j ”JJ-

¥

Slika 3.1. ,,Hello, world* program u C programu

Prva linija programa, #include <stdio.h> govori racunalu da u program ukljuci informacije o
standardnoj ulazno/izlaznoj datoteci. Datoteke s ekstenzijom .h nazivaju se datoteke zaglavlja i

njihovo stavljanje u ostre zagrade < > govori racunalo da se radi o standardnim datotekama
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zaglavlja, koje se nalaze na unaprijed odredenim mjestima u datotenom sustavu. Dakle,

datoteka stdio.h sadrzi informacije koje su nuzne za koristenje funkcije printf.

Dalje slijedi funkcija main koja mora biti prisutna u svakom programu. U ovom slucaju ona je
definirana kao funkcija koja ne ocekuje nikakve argumente, §to je predstavljeno praznom listom

(). Opcenito, zadac¢a funkcije main je pozivanje drugih funkcija.

Naredbe funkcije nalaze se unutar velikih zagrada {}. U nasem sluc¢aju funkcija main ima samo
jednu naredbu printf("Hello, World\n"); . Funkcija se poziva tako da se navede njezino ime iza
kojega idu oble zagrade () s listom argumenata koji se predaju funkciji. Funkcija printf dobiva
samo jedan argument, a to je niz znakova "Hello, World\n" . Funkcija printf je iz biblioteke koja

ispisuje podatke na ekran, u naSem slucaju to je niz znakova izmedu navodnika.

Posljednja naredba u tijelu funkcije main je return 0, kojom c¢e pozivatelju biti vraéena 0 kao

poruka da su sve naredbe funkcije main izvrSene ispravno.

Nadalje, kada smo opisali osnovnu sintaksu C programa mozemo objasniti I ostale osnovne
pojmove koji su bitni za razumijevanje programa, a nisu prikazani u prethodnom primjeru. Za

pojedine pojmove navest ¢emo i primjere gdje 1 kako su koriSteni u naSem kodu.

TIPOVI PODATAKA:

U C-u postoji nekoliko osnovnih tipova podataka:

char: predstavlja jedan byte, jedan znak iz skupa znakova

int:to je cjelobrojna vrijednost i odnosi se na prirodnu veli¢inu cijelih brojeva na ra¢unalu
float: predstavlja realni broj s jednostrukom to¢noscu

double: predstavlja realni broj s dvostrukom to¢noséu [4]

Od navedenih tipova podataka u naSim programima koristit ¢emo samo float.

Primjer: float trace = A[0][0] + A[1][1];
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NAREDBE | PETLJE:

Naredbe if, if-else i swich samo jednom izvrsavaju uvjet i naredbe. Cesto se dogada da naredbe
moramo izvrsiti vise od jednog puta pa u takvim slu¢ajevima kada istu naredbu ponavljamo vise
puta koristimo petlje. Petlje predstavljaju naredbu ili niz naredbi koje ¢e se izvrSavati viSe puta
za redom sve dok se ne ispuni neki unaprijed zadan uvjet. U C programu koriste se tri petlje: for,

while i do-while.

Primjer za for petlju: for (int i = 0; i < 3; i++) |

for(int 3 = 0; j < 3; j++) {

Primjer za if-else naredbu: if (r <= -1) {
phi = PI/3;
} else if(r >= 1) {
phi = 0;
} else {

phi = acos(r) / 3
Naredba if - else koristi se za donoSenje odredenih odluka. Formalna sintaksa jest:
if(izraz)
naredbal
else
naredba?
Izraz se provjerava. Ako je istinit (ima vrijednost koja nije nula), izvrsava se naredbal. Ako nije

istinit (ima vrijednost nula) i ako postoji else dio, izvrSava se naredba2. [4]

DATOTEKE:

Ukljucivanje datoteke olakSava manipulaciju funkcijama, deklaracijama i #define skupovima.
Svaka izvorna linija oblika #include "ime datoteke™ ili #include < ime datoteke > se mijenja
sadrzajem imena datoteke. Naredba #include najbolja je za medusobno povezivanje deklaracija
velikog programa. Ona jamci da ¢e sve izvorne datoteke vidjeti definicije i deklaracije varijabli,
¢ime ¢e eliminirati neke poteskoce. Kad se promatrana datoteka izmjeni, sve datoteke koje je
spominju u izvornom kodu, moraju se ponovo prevoditi.

Primjer: #include <stdio.h>
#include <math.h>
#define PI 3.14159265358979323846
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MATEMATICKE FUNKCIJE:

Vise je od dvadeset matematickih funkcija deklarirano u zaglavlju, a ovdje su navedene neke
¢esce koristene. Svaka treba jedan ili dva argumenta.

sin(x) sinus od x, X je izrazen u radijanima

cos(x) kosinus od x, x je izrazen u radijanima

atan2(y,x) arkus tangens od y/x, u radijanima

exp(x) eksponencijalna funkcija

pow(x,y) Xy

sqrt(x) drugi korijen od x (x>0) [4]

Od navedenih matematickih funkcija u nasim programima koristit ¢emo pow i sqrt.

Primjer zapow: float Delta = pow( trace , 2) - 4*det ;
Power dize bazu na n-ti eksponent, n>=0 .
Primjer zasqrt: float p = sqgrt(p3/6);

Funkcija sqrt je deklarirana u <math.h>
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3.2. Implementacija za 2x2 matricu

A=[¢ Pleree

void eigenvaluesvectors2{float A[2][2]) {
float trace = A[0][@] + A[1][1];

float det = A[0][e] = A[1][1] - A[e][1] = A[1][®];

float Delta ( trace , 2) det ;

( Delta {
( " Svojstvene vrijednosti su kompleksni brojevil

3
lambdal = (trace (trace“trace
lambda2 = (trace (trace*trace

vi[2] - {A[@][@] - lambda2, A[1][@]};
v2[2] = {A[@][@] - lambdal, A[1][€]};

{"lambdal = %f, lambda2 = ", lambdal, lambda2);
("vi = [%f, %f], v2 = [%f, “yvife],vi[i1],v2[e],v2]
main() {
float A[2][2] = {{1.9,2.0},{3.6,4.0}};
eigenvaluesvectors2(A);

= 1
» I

Slika 3.2. Kod za raunanje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice dimenzija 2x2 u
C programu

LINIJAS: float trace = A[0][0] + A[1][1];

trag matrice A, zbroj elemenata na glavnoj dijagonali kvadratne matrice :
tr(A)=a+d

LINIJAG: float det = A[0]1[0] * A[1][1] — A[O][1l] * A[L1]1[0];

determinanta matrice, det(A) = ad — bc
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LINIJA8: float Delta = pow( trace , 2) - 4*det ;

diskriminanta karakteristiénog polinoma; naime, svojstvene vrijednosti ra¢unaju se kao nultocke

karakteristi¢énog polinoma ka (A) = det (Al —A) , a to je

=(A—a)(A-d)—bc=22—a+d)+ad—bc=22—tr(A) A + det(A)

kA(x)=|7‘;a

2 d
A—d
Diskriminanta polinoma P(x) = ax®> + bx + c raduna se kao A = b? — 4ac , pa je za Ka
diskriminanta jednaka A = tr? (A) — 4det(A).

if ( Delta < 0) ¢{
printf ( " Svojstvene vrijednosti su kompleksni brojevi! \n" )

Ako je A <0, onda su svojstvene vrijednosti kompleksni brojevi.

LINIJA 15: float lambdal = (trace + sqrt (trace*trace - 4 * det))/2;
float lambda2 = (trace - sqgrt(trace*trace - 4 * det))/2;

Nultocke polinoma ka(X) = A2 — tr(A) A + det(A) :

_tr(A) £ /tr2(A)- 4det(4)

1,2 2
LINIJA18: flocat v1[2] = {(A[0][0] - lambda2, A[1][0]};
float v2[2] = {A[0][0] - lambdal, A[1][0]};

vrijedi (A -1l )(A - X2l ) =0, pa za svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj vrijednosti A1
mozemo uzeti prvi stupac (ili drugi, svejedno je) matrice (A - X2l ), tj.

a— )\2]

V1:[
C

jer tada imamo (A — Ml )vi = 0, tj. Avi = Av1 Sto je definicija svojstvenog vektora. Sli¢no, jer
vrijedi (A — X2l )(A — Ml ) = 0 , za svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj vrijednosti A2

mozemo uzeti prvi stupac (ili drugi, svejedno je) matrice (A -l ), tj.

Vas [a —C 7&1]

LINIJA21: printf("lambdal = %f, lambda2 = %f \n", lambdal, lambda2);

ispis svojstvenih vrijednosti na ekran (A, 2,)
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LINIJA 22: printf ("vl = [%f,%f], v2 =[%f,%f]",v1[0],v1[1],v2([0],v2[1]);

ispis svojstvenih vektora na ekran (v, v2)

LINIJA 26: float A[2][2] = {{1.0,2.0},{3.0,4.0}};

definiramo matricu koja ima 2 retka i 2 stupca, zadajemo vrijednosti njenih elemenata

LINIJA 28: eigenvaluesvectors?2 (A);

pozivamo funkciju za racunanje svojstvenih vrijednosti i Svojstvenih vektora;

kao argument joj predajemo prethodno definiranu matricu A

21



3.3. Implementacija za 3x3 matricu

QU Q

€ R3X3

> 0 o

~ K O

«Q

void eigenvaluesvectors2{fleat A[2][2]) {
float trace = A[0][©8] + A[1][1];
float det = A[@][e] * A[1][1] - A[e][1] = A[1][®];

float Delta (trace, 2) det;

(Delta Y {
{"Svojstvene vrijednosti su kompleksni brojevil!in");
3

lambdal (trace (trace*trace
lambda2 = (trace (trace*trace

vi[2] 1 lambda2, A[1][2]};
v2[2] y lambdal, A[1][@]};

{("lambdal = %f, lambda2 = ", lambdal, lambda2);

{'."""1 = [ ) ].- w2 = [ ] ] ”JV:I-[ ]JU:I'[ ]Jvz[ ],VZ[ ])J

1
J

void eigenvaluesvectors3{fleat A[3][Z]) {
float lambdal, lambda2, lambda3;
float a H
float b (Afel[e] + A[11[1] + A[21[21);

Slika 3.3. Kod za ra¢unanje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice dimenzija 3x3 u

C programu (linije 1-28)
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float b (A[][2]
float c = A[O][9]"A[1][ A[2][2]-A[el[1]*A[1][e]-A[e][2]A[2][e]-A[1]1[21*A[2][1];
float d = -(A[e][]*(AL 1)-Afe][1]*(A[1][e]*A[2][2]-A[1][2]*A[2][e])

A[e][2]1% (AL ));

float Delta (b*c,2) (a*d,2) a‘b*cid;

(Delta
e

¥
tloat pl (Are1[11, 2) (afe1[z1, 2) (A[21[21, 2);

(p1 ) {
lambdal = A[2][@];
lambda2 = A[1][1];
lambda3 = A[2][2];
{
float q = (A[P1[€] + A[1][1] + A[2][2])
float p2 = A[C][1]*A[1][€] + A[@][2]7A[

float p3 (afe1fe] - q, 2) (a[
float p (p3/6);

1 + A[1]1[2]*A[2][1];
1-a, 2) (A[21[2] - q, 2) P2;

E
[

1
1

float B[21[21;

(int i

Slika 3.4. Kod za racunanje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice dimenzija 3x3 u

C programu (linije 29-56)

LINIJA 5-24: Unutar ovog programa za racunanje Svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora
matrica 3x3 implementirali smo i kod za matrice 2x2 (prethodni program) da bi mogli rezultate

oba programa prikazati zajedno.

LINIJA 34: float Delta = pow(b*c,2)-4*a*pow(c, 3)-4*pow (b, 3) *d-
27*pow (a*d, 2) +18*a*b*c*d;

diskriminanta karakteristicnog polinoma ka(A) = det (Al - A) , ato je

A—a b c ) )
ka)=| d  A—c  f |=..=2—tr(A) 22 -ATE D o)
g h A-—i
Diskriminanta  polinoma P(x) = ax® + bx® + cx + d ratuna se kao

A = b?c? — 4ac® — 4b%d — 27a%d? + 18abcd .

LINIJA 36: if(Delta < 0) {

printf ("Svojstvene vrijednosti su kompleksni brojevi!\n");

Ako je A <0, onda su svojstvene vrijednosti kompleksni brojevi.
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= 1;

float b = - (A[0][0] + A[1]1[1] + A[211[2]):

float ¢ = A[O][O]*A[1][1]+A[0][O]*A[2] [2]+A[1][1]*A[2][2]-
A[OJ[11*A[1][0]-A[O0][2]*A[2][0]-A[1][2]*A[2][1];

float d = = (A[O][O]* (A[L][1]*A[2][2]-A[1][2]*A[2][1])-
A[O][11*(A[L1][O0]*A[2][2]-
A[1][2]1*A[2][0])+A[0] [2]* (A[Y] [O]*A[2] [1]-A[1][1]1*A[2][0]));

Kao §to smo ve¢ izracunali u prethodnom koraku, rjeSavanjem Ka(A) = det (Al — A) dobijemo:

A—a b c
d A-c f
g h A-—i

ka (0) = tr(A?) — tr?(4)

= .. =A3-tr(A)A%-2A — det(A)

iz toga vidimo je a=1, b =-tr(A) , c = — LI T*@ 4

= - det(A) .
b=-tr(A)=-(a+e+i).
Odredimo c. U matrici A? zanimaju nas samo elementi na dijagonali (jer je trag samo zbroj

elemenata na dijagonali), pa ostale ne¢emo racunati:

a b cya b c1 [a*+bd+cyg .
A=A-A=|d e f|-|d e f]: . bd +e® + fh .
g h il lg h i cg + fh+i?

Stoga je tr(A?) = a®+ e? + i+ 2(bd + cg + fh).
Nadalje, tr? (A) = (a + e + i)? = raspisemo pomoéu formule za kvadrat trinoma=
a’+e?+ i+ 2(ae + ai +ei) .
Kada uvrstimo dobiveni tr(A2) itr? (A) u gore navedenu formulu za ¢ dobijemo konaéni

c=ae+ai+ei-bd—cg—fh.

Odredimo d. Razvojem po prvom retku:

a b c

e f
g h i

=a(ei-fh)—b(di—fg) +c (dh—ge)
Dakled=-(a(ei-fh)—b (di—fg)+c(dh—eg))

d e

det(A) = |A| = G

=iy o Hencne |;l }zc|+c-(—1)“3-
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LINIJA41: float pl = pow(A[O0][1], 2) + pow(A[0][2], 2) +
pow (A[L1][2], 2);

if (pl == 0) {
lambdal = A[0][0];
lambda?2 = A[1][1];
lambda3 = A[2][2];
} else {

Provjeravamo da li je matrica donja trokutasta, jer ako je onda ima svojstvene vrijednosti na
glavnoj dijagonali. Donja torkutasta matrica dimenzija 3x3 ima elemente b, c i f jednake nuli.
Ako je zbroj tih elemenata iznad glavne dijagonale jednak nuli (p1 = b? + ¢ + 2= 0), tada ée

svojstvene vrijednosti biti elementi a, e i i, odnosno:

M =a
A, =e
Az =i

Ako uvjet nije zadovoljen nastavljamo racunati svojstvene vrijednosti daljnjim postupkom.

LINIJA 48:

Uvodimo nove varijable g, p2, p3 (za koji je nuzno prethodno izracunati p2) i p ( za koji je nuzno
prehodno izracunati p3 i Q).
Za traZene varijable koristili smo gotove formule koje su navedene u nastavku.
q=tr(A)/3,o0dnosnog=(a+e+i)/3
p2=bd +cg + fh
ps=(@-q)+(e—q)+(i—q)*+2p

p= (%)= Jre

LINIJA 53:

Varijable p i g, koje smo prethodno izracunali, ¢emo Koristiti da bi stvorili matricu B. Stvoriti

¢emo ju jer ¢e nam ona korisiti kako bi lakSe izra¢unali svojstvene vrijednosti.

Matrica B se u programu predstavlja kao dvodimezionalno polje (MxN elemenata, u nasem

sluc¢aju 3x3) te zato koristimo dvije for petlje. U prvoj petlji sa indeksom i broje se elementi u
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retku. Imamo 3 retka, stoga indeks i broji od 0 do 3 (tj. 0,1,2 ). U drugoj petlji sa indeksom j
broje se elementi u stupcu. Imamo 3 stupca, stoga indeks j broji takoder od 0 do 3. Pomocu
naredbe if provjeravamo uvijet (je li broj redaka i broj stupaca jednak), te ako je uvjet ispunjen

matricu B racunamo prema formuli:

=la_
B= > (A—ql).
Ako uvjet nije ispunjen (tj. ako je broj redaka I stupaca razli¢it ) matricu B racunamo kao:
B=2,
P

3) {
B[il[i] = (A[iI[i] - a)/p;
{
B[i][3] = A[1][3V/p;

float detB - B[0][0]*(B[1][1]*B[2][2]-B[1]1[2]*B[2][1])-B[e][1]*(B[1][e1*B[2][2]-B[1]1[2]*B[2][®])
B[o1[2]*(B[1]1[e1*B[2][1]1-B[11[1]"*B[2][C1);

float r = detB ;

float phi;

(r ) {
phi = PI/3;
(r ) {
phi = @;
i
phi (r) / 3;
}

lambdal - q p (phi);
lambda3 - gq p (phi + (27P1/3));
lambda2 q - lambdal - lambda3;

}

float vi1 - (A[2][0] lambda2)*(A[0][0]-lambda3)+A[0][1]*A[1][0]+A[®]
float v12 - A[1][0]*(A[2][2]-1ambda3)+(A[1][1]- lambda2)*A[1][0]+A[1]

Slika 3.5. Kod za ra¢unanje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice dimenzija 3x3 u
C programu (linije 57-84)
Linija 41-82 [5]
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LINIJA66: det B

float detB =
BIO][1]*(B[1][0]*B[Z2]
B[1][2]*B[2][0])+B[O0]

100]*(BI1][1]*B[2][2]-B[1][2]*B[2][1])~-

B[O
[2]
[2]

(BI1][0]1*B[2] [1]-B[1][1]*B[2][0]);

Racunamo determinantu novonastale matrice B.

a b c
_ _ _ _le f (13142 . d f‘ aesl|d e
det(B) = |B| = Z ji"—a(l) |h i|+b(1) |g A R Al

=a(ei-fh)—-Db(di—fg) +c (dh—ge)
Dakle, det(B) =a (ei - fh ) —b (di —fg) + ¢ (dh — eg)

LINIJA 68:

Uvodimo nove varijable (r i phi ) koje ¢emo Koristiti u formulama za ra¢unanje svojstvenih
vrijednosti naposljetku. Ovdje vidimo zasto smo morali stvoriti matricu B (jer nam je potrebna

za raunanje vaijable r).

_ det(B)
T2

Pomocu naredbe if/ else postavljamo uvjete:
1. Ako je r manje ili jednako -1 tada ¢e phi biti: phi=—

Vrijednost broja PI definirana je odmah na pocetku koda linijom 3:
#define PI 3.14159265358979323846

2. Ako je rvece ili jednako 1 tada ¢e phi biti: phi =

_acos(r)

3. Za ostale slucajeve (za r = 0) phi ¢e biti: phi =
acos = arccos = cos™*
LINIJA79: 1ambdal = g

+ 2
lambda3 = gq + 2
lambda?2 = 3 * g

* p * cos(phi);
* p * cos(phi + (2*PI/3));:
- lambdal - lambda3;

U konac¢nici, moZemo izracunati svojstvene vrijednosti ¢ije racunanje i je jedan od ciljeva ovog
programa. Koristene formule:

A= g + 2p-rcos(phi)

A3 =g + 2p-cos(phi+ (2%))

Ay = 3g - A - A3
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LINIJA 84: float v11l = (A[0][0]-lambdaZ)* (A[O0][0]-

lambda3)+A[0] [1]1*A[1] [O]J+A[0] [2]1*A[2][07];

float v12 = A[1][0]*(A[O][0]-lambda3)+ (A[1][1]-
lambda?) *A[1] [0]+A[1][2]*A[2][0];

float v13 = (A[0][0]-
lambda3) *A[2] [O]+A[2] [1L]1*A[1][O]+A[2][0]*(A[2][2]-1lambda?) ;

float v21 = (A[0][0]-1lambdal)* (A[0][0]-
lambda3)+A[0] [1]1*A[1] [O]+A[0] [2]1*A[2][0];

float v22 = A[1][0]*(A[O0][0]-lambda3)+ (A[1][1]-
lambdal) *A[1] [O]J+A[1] [2]1*A[2]([07];

float v23 = (A[0][0]-
lambda3) *A[2] [O]J+A[2] [1]1*A[1] [O]J+A[2][0]1*(A[2][2]-1lambdal)

float v31 = (A[0][0]-1lambdal)* (A[0][0]~-
lambda2)+A[O] [1]*A[1] [0]+A[0] [2]*A[2][0];

float v32 = A[1][0]*(A[O0][0]-lambda2)+ (A[1][1]-
lambdal) *A[1] [0]+A[1][2]*A[2][07];

float v33 = (A[0][0]-
lambda?2) *A[2] [O]+A[2] [1L]1*A[1][O0]+A[2][0]*(A[2][2]-1lambdal) ;

Vrijedi (A - A, 1)(A — A2l )(A — Azl ) =0, pa svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj
vrijednosti A1 mozemo uzeti kao prvi stupac matrice (A — Azl )(A —Asl ) :
A=Rl)A-2Asl)= ([ ] [0 A, ]

0 A 0 %

a-— 7\3
\ d e—A3 f ]
g h i— A3

= d e—M f

[(a —2,)(a—23) + bd + cg
=ldla—23) +(e—2A)d + fg
[gla—23) + hd + (i —2Ay)g

Dakle: vii = g(a —2A3) + hd + (i — 23)g
V12:d(a_)\3)+(e_}\2)d+fg
V13:g(a - )\3) + hd + (l - }\2)‘9

Analogno za A2 (stupac matrice (A — Al )(A — Azl )) 1 Az (Stupac matrice (A — A1l )(A—2z21)) .
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A[1][e]"(A[][@]-1ambda3)+(A[1][1]-lambda2) A[1][6]-A[1][2]*A[2][E];
(A[0][@]-1ambda3) “A[2][0]+A[2][1]*A[1][e]+A[2][6]1"(A[2]1[2]-1ambda2) ;

(A[2][@]-1ambda1)“(A[0][@]-lambda3)+A[@][1]*A[1][C]
A[1][e]"(A[][@]-1ambda3)+(A[1][1]-1ambdal)“A[1][ %
]

(A[0][@]-1ambda3) “A[2][0]+A[2][1]*A[1][e]+A[2][

11217AL21[9];
1[217A[2][2];
[2]-1lambdal);

Al
AL
A[2]
(A[2][@]-1ambda1)“(A[0]1[@]-lambda2)+A[0][1]*A[1]

(]
A[1][e1"(A[@][¢]-1ambda2)+(A[1][1]-lambda1) “A[1][@]
(A[o][@]-1ambda2) “A[2][0]+A[2][1]*A[1][e]+A[2]1[6]*(

11217AL21[9];
1[217A[21[2];
[2]-1lambdal);

Al
AL
A[2]

, lambda3 = ", lambdal, lambda2, lambda3);
v3 = [%f, &F, %f]\n",v11, vi2, v13, v21, v22, v23, v31, v32, v33)

float A[2][2] = {{1,2},{3,4}};
1121

float B[ {{ » }J[ 3 }};

eigenvaluesvectors2(A);

("\n");

eigenvaluesvectors2(B);

¢ ")

float C[3][3] = {{1,0,0},{e.5,1,0},{12,5,1}};
float D[3][2] = {{-1,5,2},{0,4,1},{8,-5,5}};
float E[31[3] = {{1,2,3},{2,5,6},{3,6,-93}; &

Slika 3.6. Kod za ra¢unanje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice dimenzija 3x3 u

C programu (linije 85-111)

LINIJA96: printf ("lambdal = %f, lambda2 = %$f, lambda3 = %f \n",
lambdal, lambda2, lambda3);

printf ("vl = [%f, %f, %f], v2 = [%f, $f, $f], v3 = [Sf,
*fl\n",v11l, v12, v13, v21, v22, v23, v31l, v32, v33);

o\°

£,

Izlazna funkcija printf pomocu koje ispisujemo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore na

ekran.

LINIJA 102: float A[2][2] = {{1,2},{3,4}};
float B[2][2] = {{0,1},{-1,0}};

eigenvaluesvectors2 (4) ;
printf ("\n");
eigenvaluesvectors2 (B) ;

Definirali smo dvije matrice (A i B) veli¢ine 2x2 s razli¢itim vrijednostima te pozvali funkciju za
racunanje njihovih svojstvenih vrijednosti 1 svojstvenih vektora. To smo ve¢ napravili u
prethodnom programu, ali ¢emo sada taj program ponovo pokrenuti unutar ovoga za matrice 3x3

da bi ih mogli lakse usporediti.
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float E[ ][ ] {{ P ] }J{ -2 }:{ 2" }}J-l

eigenvaluesvectors3(C);

("\n")s

eigenvaluesvectors3(D);

("\n")s

eigenvaluesvectors3(E);

Slika 3.6. Kod za ra¢unanje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice dimenzija 3x3 u

C programu (linije 112-121)

LINIJA 110: float C[3]1[3] = {{1,0,0},{0.5,1,0%},{12,5,1}};
float D[3][3] = {{-1,5,2},{0,4,1},{0,-5,5}};
float E[:ﬂ[:ﬂ {{112/3}/{21516}1{3161_9}};

eigenvaluesvectors3 (C) ;
printf ("\n");
eigenvaluesvectors3 (D) ;
printf ("\n");
eigenvaluesvectors3 (E) ;

Definirali smo tri matrice (C, D i E ) veli¢ine 3x3 s elementima razli¢itih vrijednosti te pozvali
funkciju za racunanje njihovih svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora. Funkcija kao

argument prima matricu.
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4. TESTIRANJE FUNKCIONALNOSTI PROGRAMA

U ovom poglavlju prikazat ¢emo i ukratko analizirati rezultate dobivene nakon pokretanja gore
navedenih programa u programskom jeziku C. Testirat ¢emo jesu li programi doista

funkcionalni, odnosno da li izvr§avaju svoju namjenu.

float vi[2]
float v2[2]

- lambda2, A[1][2]1};
- lambdal, A[1][21};

{"lambdal = %f, lambda2 = %f \n", lambdal, lambda2);
input
lambdal = 5.372282, lambda2 = -0.372281

vl = [1.372281, 3.000000], w2 = [—-4.372282, 3.000000]

.. .Program finished with exit code D
Press ENTER to exit console.[]

Slika 4.1. Testiranje programa za matricu 2x2

Program je izracunao svojstvene vrijednosti lambdal i lambda2 te pripadajuce svojstvene

vektore v1 i v2 za zadanu matricu.
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E =

A | input
lambdal = 5.372282, lambda2 = -0.372281
vl = [1.372281, 3.000000], w2 = [-4.372282, 3.000000]

Evojstvene vrijednosti su kompleksni brojevi!

lambdal = 1.000000, lambda2 = 1.000000, lambda3 = 1.000000
b1l = [0.000000, 0.000000, 2.500000], v2 = [0.000000, 0.000000, 2.500000], v3 = [0.000000, 0.000000, 2.500000]

Evojstvene vrijednosti su kompleksni brojewvi!

lambdal = 8.404969, lambda2 = 0.184783, lambda3 = -11.589752
vl = [23.263380, 52.809937, 22.214509], v2 = [-80.226730, 36.369568, -2.445648], v3 = [6.963343, 12.8204%96, -37.769253]

’rogram finished with exit code 0
ress ENTER to exit console.|]

Slika 4.2. Testiranje programa za matrice 3x3

Kao $to smo ranije spomenuli, unutar ovog programa implementiran je i program za matrice 2x2.
Program je najprije izracunao svojstvene vrijednosti lambdal i lambda2 te pripadajuce
svojstvene vektore v1 i v2 za zadanu matricu A. Nakon toga slijedi raéunanje za zadanu matricu

B, ali njene vrijednosti su takve da daju svojstvene vrijednosti koje su kompleksni brojevi.
Nadalje, za zadane matrice (C i E) dimenzija 3x3 program je izracunao svojstvene vrijednosti

lambdal, lambda2 i lambda3 te pripadajuce svojstvene vektore v1, v2 i v3. Matrica D ima takve

vrijednosti da nakon racunanja daje svojstveene vrijednosti koje su kompleksni brojevi.
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5. ZAKLJUCAK

U ovom zavrSnom radu detaljno je objasnjen postupak radunanja svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektora u programskom jeziku C. Najprije smo objasnili osnovne pojmove koji su
nuzni za rjeSavanje ovog problema. Svakim naslovom smo postupno uvodili nove definicije i
primjere, upoznavali se s problemom i na¢inom na koji ¢emo ga rjesavati, te Smo ga u konacnici
uspjesno rijesili. Racunanje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora je zadatak koji pocinje
od matrice, stoga smo najprije objasnili upravo pojam matrica, nakon toga mogli smo krenuti na
pravu problematiku zadatka pa smo objasnili Sto u teorijskom smislu znace svojstvene
vrijednosti i svojstveni vektori te smo teorijsko znanje prikazali na primjerima zadataka. Na
temelju rijeSenih zadataka u konacnici smo steCeno znanje preveli u programski kod koji smo

detaljno objasnili i testirali njegovu funkcionalnost.

Izradeni su programi za rad s matricama dimenzija 2x2 1 3x3. Vidimo oc¢iglednu razliku u
slozenosti izmedu ta dva programa. Prvenstveno mozemo navesti drasti¢nu razliku u duljini
koda, za matrice 2x2 kod je puno kraci. Sljedeca razlika je u sloZenosti. Za matricu 2x2 potrebno
je rijeSiti samo 2 sustava jednadzbi s dvije nepoznanice, kod matrica 3x3 to rjeSavanje je
slozenije jer se susre¢emo s tri jednadZbe s tri nepoznanice. Dakle, proporcionalno s poveéanjem
dimenzija matrice povecava se broj jednadzbi i broj nepoznanica $to uvelike otezava rjeSavanje

zadatka 1 povec¢ava duljinu programskog koda.
Ako matrica nije simetricna onda moze imati kompleksne svojstvene vrijednosti, a ako su

svojstvene vrijednosti kompleksne njih nismo dalje koristili (nismo racunali svojstvene vektore

za njih) samo smo ispisali ,,Svojstvene vrijednosti su kompleksni brojevi®.
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SAZETAK

Zadatak ovog rada bio je opisati i na konkretnim primjerima implementirati racunanje
svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora realne matrice u programskom jezik C. Kreiranje tih
programa zahtijevalo je osnovno znanje 0 matricama, rjeSavanje zadataka sa svojstvenim
vrijednostima i svojstvenim vektorima i poznavanje rada u C programu. Rad sadrzi dva

programa, prvi za racunanje s matricama dimenzija 2x2 i drugi za ra¢unanje s matricama 3x3.

Kljuéne rije¢i: C implementacija, matrice, svojstvene vrijednosti, svojstveni vektori

ABSTRACT

The task of this paper was to describe and in concrete examples implement calculation of
eigenvalues and eigenvectors of the real matrix in C programming language. Creating these
programs required basic knowledge about matrix, solving tasks with eigenvalues and
eigenvectors and knowledge of work in C program. The paper contains two programs, first for
computing with matrix dimension 2x2 and the other for computing with 3x3 matrix.

Keywords: C implementation, matrix, eigenvalues, eigenvectors
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