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1.

UvoD

Imenovan po Flavije Josipu (Titus Flavius Josephus, 37. — oko 100., rimsko-zidovski
povjesnicar), ovaj problem potjece iz njegovog dozivljaja opsade Yodfata gdje su Rimski vojnici
zarobili njega 1 40 drugih vojnika u pecini. Odabiru¢i samoubojstvo umjesto zarobljenistva
odlucuju da ¢e se pogubljivati naizmjence. Josip tvrdi da ili ¢istom sre¢om ili bozjom rukom, on 1

jos$ jedan vojnik su ostali do kraja te su se ipak predali umjesto da pocine samoubojstvo [1].

Tocni detalji postupka pomocu kojeg su izveli taj pothvat su nejasni te se interpretacije
uglavnom svode na krug osoba te da se od odredene osobe odbrojava do nekog broja te da ¢im se
dosegne taj broj ta osoba se uklanja iz kruga. U Josipovom slu¢aju se uglavnom uzima da je taj
korak eliminacije ili uklanjanja jednak 3 te da na kraju moraju ostati dvije prezivjele osobe. Da bi
te dvije osobe prezivjele moraju se odabrati dvije pozicije u krugu na kojima bi te osobe trebale

stati.

U prvom poglavlju ¢ée se obraditi slu¢aj kada je korak eliminacije g jednak 2. U tom sluéaju
je moguce izvesti funkcije koje izravno povezuju broj osoba i broj osobe koja ¢e preZivjeti. Ovaj
korak je nuzan jer daje uvid u problem te nacin rjeSavanja.

U drugom poglavlju, dodavanjem dodatnih uvjeta, se dobije op¢i problem koji se rjeSava
kasnije u radu. Predstavljen je op¢i problem kao i nacin prikazivanja kombinacija koje su opisane
kasnije u radu.

Analiza problema, koja je tema tre¢eg poglavlja, opisuje vremensku, prostornu i ukupnu
kompleksnost problema. Kompleksnost je visoka te izravno utje¢e na implementaciju.

Implementacija algoritma se radi u ¢etvrtom poglavlju gdje se takoder optimiziraju dva

dijela algoritma da bi se program izvrSavao brze.

1.1. Zadatak zavr$nog rada

Zadatak zavrSnog rada je matematicki obraditi Josipov problem 1 kreirati te analizirati
paralelni algoritam za njega te ga primijeniti kako bi se dobili rezultati za vece slucajeve problema.
Dobiveni rezultati performansi algoritma ce biti usporedeni medusobno te djelomi¢no izmedu dva

racunala.



2.

JOSIPOV PROBLEM

Francuski matematicar Theriault Nicolas se bavio Josipovim problemom u svom radu [2]
iz 2001. godine te je predstavio dva algoritamska rjeSenja problema. Takoder je opisan broj koraka
jednog od tih algoritama te je takoder i predstavljeno rjeSenje drukcije inadice problema. Jedna
posebna verzija problema je Macji Josipov problem u kojem svaka osoba ima nekoliko ,,zivota*
tijekom uklanjanja. Na takvoj ina¢ici problema su radili 2018. godine autori ¢lanka [3] u kojem su
trazili koja je zadnja prezivjela osoba. Njihova inacica problema je posebna po tome $to uklanjaju
po jedan zivot sljedecih Kk vojnika te onda preskoce jednog. U odredenim situacijama se pronalaze
formule za prezivjelu osobu j. Nadalje, Macjim Josipovim problemom su se bavili 2010. godine
autori Ruskey Frank i Williams Aaron [4]. Dokazali su dva rezultata. Kada su n i k stalni onda je
J konstantan za svaki broj zivota | veci od n-tog Fibonaccijevog broja. Kada su n i j stalni onda
postoji vrijednost za k koja omogucuje da je j prezivjela osoba za bilo koji |. Za prvu tvrdnju su

dali algoritam za odredivanje prezivjele osobe j.

Josipov problem u osnovnom obliku, opisan u ovom poglavlju, je veoma jednostavan te
postoji nekoliko razli¢itih programskih pristupa koji rjesavaju problem [5]. TraZenje, kasnije
opisanih, ne-Josipovih skupova je slozenije od osnovnog problema te za njega postoji jo§ manje
istrazivanja. Rad Koji se bavio upravo tim specifiénim problemom ima jedan vrlo maleni dio
posvecen problemu, ali u tom dijelu nije demonstriran algoritam rada nego samo osnovna

zapazanja i rezultati do n = 26 [6].

Za zadane prirodne brojeve n i g koji predstavljaju broj osoba u krugu i korak eliminacije,
potrebno je pronaci poziciju prezivjele osobe na kraju procesa uklanjanja. Jedan jednostavan slucaj
koji je lako rjesiv je slucaj kada je n ljudi u krugu te je korak eliminacije g = 2. U tom slucaju je

moguce izvesti jednadzbu pomocu koje se moze izraunati rjeSenje za svaki n.
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Slika 2.1.: Prve tri eliminirane osobe: 2 4 i 6.

Algoritam zapocinje na nacin da se zapo¢ne s prvom osobom te da se kreée u smjeru
kazaljke na satu. Uklanjanje se obavlja na na¢in da se broji od 1 sve do koraka eliminacije. Kada
brojanje postigne korak eliminacije, pripadna osoba se ukloni te se opet zapocinje brojat od 1. Na
slici 2.1 se moze vidjeti da su tim algoritmom prve 3 uklonjene osobe: 2, 4 i 6. Nastavljajuéi s

algoritmom se uklanjaju osobe sve dok ne preostane jedna osoba.

Na slici 2.2 ispod se moze vidjeti redoslijed uklanjanja osoba sve dok ne preostane jedna.
Zeleno oznacene osobe su osobe koje aktivno sudjeluju u kretanju po krugu, a crveno oznacene
osobe su one koje su uklonjene iz kruga dok su podcrtane osobe one koje su zadnje uklonjene.

Kao $to se moze vidjeti na slikama, uklanjanje se izvodi sve dok u krugu ne ostane osoba
broj 5. Za slucaj kada imamo 10 osoba te korak 2, prvo se uklanja osoba 2, zatim osoba 4, osoba
6, osoba 8 te osoba 10. Nakon toga prva osoba je osoba 1, a druga osoba je osoba 3, koja se uklanja,
jer one koje su uklonjene se ne uzimaju u obzir. Na isti nacin se nastavlja dalje, preskace se osoba
5 te se uklanja osoba 7. Prate¢i ovakav algoritam do kraja uklanjaju se osobe 1 i 9 te preostane
osoba 5. Redoslijed uklanjanje za ovaj sluéaj je: 2, 4, 6, 8, 10, 3, 7, 11 9. Iz prethodno navedenog
niza uklanjanja te vizualizacije na slici 2.2 odmah ispod moze se uociti nekoliko obiljezja

uklanjanja.
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Slika 2.2.: Prikaz redoslijeda eliminacije zan = 10, q = 2.

Jedna od o¢itijih pravilnosti je da se u prvom krugu uklone sve osobe na parnim mjestima.
Ako je u krugu bio paran broj osoba moze se zakljuiti rekurzivna funkcija f(n) = 2f (g) -1

gdje je f(n) broj preZivjele osobe ako se u krugu na poéetku nalazi n osoba. Ta funkcija povezuje
pozicije prezivjelih osoba prije i poslije svakog kruga uklanjanja. Ako je pozicija osobe u drugom
krugu uklanjanja 4 onda se iz relacije moze izraCunati gdje je ta osoba bila prije kruga uklanjanja:
x = 2 % 4-1 = 7.0soba 4 je nakon prvog kruga zapravo bila 7 jer su parne osobe uklonjene.

Pomocu slike 2.2 se moze potvrditi valjanost relacije.



Slicna funkcija se dobiva ako je neparan broj osoba u krugu. Funkcija za neparan broj
osoba je: f(n+ 1) = 2f (2) + 1. Kada se napravi tablica na osnovi vrijednosti n i vrijednosti

f(n) dobije se sljedece:

Tablica 2.1.: Pozicija osobe koja treba preZivjeti.

n 1234567 (8|9 |10(11|12|13|14|15]|16

fml1|1l3|1|s|5]|7|1|3|5]|7|9]11|13]|15]1

Prema tablici se moze uociti uzorak da pozicija prezivjele osobe je uvijek 1 kada je n
potencija broja 2. U ostalim su sluc¢ajima pozicije sve neparne te se uvijek razlikuju za 2 te s rastom
broja n i pozicije rastu. Nacin za izravno odrediti f(n) je jednostavan. Prvi korak je da se pronade
najveca potencija broja 2 koja je manja od uzetog broja n te da se oduzme od broja n. Rezultat
prethodnog koraka Ce se zvati |. Krajnje rjeSenje je da se | udvostruci te da se pribroji 1. Za primjer
¢e se uzeti n = 14. Uklanjanjem najvece potencije broja 2 se dobije 14 - 8 = 6, mnozenje s 2 daje
12 te se doda 1 da se dobije rezultat 13. Ostatak brojeva ovoga niza se moze pronaci na poveznici

u popisu literature [7].

I korisniji za rad, no jedan od problema s promjenjivim brojem q je $to za q iznad 3 ne postoji
gotova eksplicitna formula nego postoji samo rekurzivno rjeSenje koje ¢e biti opisano i koristeno
kasnije u radu. Da bi se odredilo na koji na¢in se uklanjaju osobe treba se prvo uociti da nije vazno
koliki je g jer ako je veéi od broja ljudi onda se samo ,,omotava” oko kruga ljudi. Efektivno ako je
pozicija osobe u krugu od 10 ljudi 7, to znaci da ¢e tu osobu jednako ukloniti koraci za g od 7, 17,
27 itd. Primjecuje se da ti brojevi zadovoljavaju sljedeci izraz: i = (q % n). Naravno, taj izraz
radi samo za prvo uklanjanje, no ako samo preimenujemo preostale osobe moze se nastaviti

koristiti sve dok ne ostane jedna osoba.

Ako se uzme da je f(n, q) broj osobe koja ¢e prezivijeti gdje je n broj osoba, a q je korak

eliminacije onda jednadzba koje opisuje rekurzivnu prirodu opceg slucaja je sljedeca:

f(n,q)=((f(n—1,q)+q—1)modn)+1 f(,k)=1

Operacija ,,mod” je oznaka za modulo, tj. ostatak nakon cjelobrojnog dijeljenja.



3.

NE - JOSIPOVI SKUPOVI

U prethodnom poglavlju je opisan op¢i slucaj kada nije bitno koliki je q. Mogucée je jo$

viSe generalizirati problem ako se uzme da ne mora ostati jedna osoba na kraju nego vise osoba.

AKO na kraju u krugu mora prezivjeti k odabranih osoba te osobe mogu biti u vise razli¢itih
pozicija te se vise ne trazi koja osoba treba ostati nego se iz osoba koje moraju ostati trazi korak

eliminacije g.

Za primjer Ce se uzeti N =5, k = 2. Ako je 5 ljudi u krugu te 2 osobe moraju prezivjeti te
dvije osobe mogu biti na pozicijama {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4},
{3, 5} {4, 5}. Kao §to se mozZe uociti, vise nije trivijalno do¢i do rjesenja, ¢ak i rekurzivno jer vise
ne postoji samo jedno rjeSenje. U sljedecoj tablici je prikaz moguéih pozicija osoba u krugu. U
tablici je svaka pozicija gdje osoba treba prezivjeti oznacena s “X”, a pozicije gdje nije bitno da
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osoba prezivi su oznacene S

Tablica 3.1.: Prikaz mogucih rasporeda dvije osobe na pet mjesta.

Pozicija
Slucaj

1 2 3 4 5
1 X X - - -
2 X - X - -
3 X - - X -
4 X - - - X
5 - X X - -
6 - X - X -
7 - X - - X
8 - - X -
9 - - -
10 - - - X




Uzimaju¢i sluc¢aj 3, skup {1, 4} za primjer, moze se demonstrirati tezina pronalaska
rjeSenja. AKo se krene s q = 2, osobe se uklanjaju redom: 2, 4, te je nastao problem. Skup kaze da
osoba 4 mora preZzivjeti, N0 odabran korak ju uklanja §to znac¢i da q # 2. Dalje, kada je q = 3,
uklanjaju se osobe redom: 3, 1, te opet kao u prvom slu¢aju dode do konflikta, ali ovaj puta S
osobom 1 stoga g # 3. Za q = 4 moze se uociti da se odmah treba ukloniti osoba 4 $to nije
dozvoljeno te g # 4. Niti jedan korak sve do 8 nije rjeSenje te je prvo rjeSenje q = 8 §to daje
redoslijed uklanjanja: 3, 2, 5.

Kada se prikaze graficki u tablici moze se primijetiti o€iti uzorak mogucéih rasporeda osoba.

Naime, zbog ¢injenice da od n ljudi biramo k ljudi broj slucajeva se moze zapisati kao broj

kombinacija. Broj slucajeva je (Z) Za gore naveden primjer (2) =10. Prethodno naveden izracun

vrijedi za slu¢aj kada je k jednak 2. Za ostale slucaje se rauna na isti na¢in, N0 samo se mijenja k.
Kada bi se ispisali svi slucaji za n = 5 te se sortirali po binarnoj reprezentaciji skupova, koja je
opisana odmah ispod, onda bi se dobio zanimljiv uzorak koji je od velike vaznosti kasnije. Pozicije
gdje osoba treba prezivjeti e se prikazati s ,,1”, a ostale S ,,0”. Svaki raspored osoba ¢e se tretirati
kao niz jedinica i nula: svaki skup ¢e se prevesti u ekvivalentni prikaz s jedinicama i nulama koji
¢e se nadalje zvati kombinacija. Skup {4, 5} ¢e na mjestima 4 i 5 imati “1”, a na ostalima “0” §to

znaci da ¢e izgledati kao 00011. Skup {1, 4} ¢e ekvivalentno biti 10010.

Tablica 3.2.: Prikaz sortiranih kombinacija i njihovih rjesenja.

Kombinacija | Obrazlozenje Rjesenje

00000 Svi se trebaju ukloniti qg>0

00001 Prezivljava osoba 5 1

00010 Prezivljava osoba 4 3

00011 Prezivljavaju osobe 4 i 5 1

00100 Prezivljava osoba 3 2

11100 Prezivljavaju osobe 1, 211 3 9

11101 Prezivljavaju osobe 1, 2, 315 4

11110 Prezivljavaju osobe 1, 2, 31 4 5

11111 Prezivljavaju svi Ne postoji q > 0




Kao $to se moze uociti broj kombinacija je ovisan o n eksponencijalno, preciznije broj
kombinacija je: N = 2™ zato $to se iz uzorka vidi da se kombinacije mogu prikazati kao binarna
reprezentacija koje je potencija broja 2.

Kada se, radi jednostavnosti, da se ne trazi ru¢no, napise racunalni program cija je zadaca
pronaci prvi q koji zadovoljava svaki slucaj kada je n = 5 dobiju se rezultati u desnom stupcu
tablice 3.2. Ako se program primjeni na sve veéim vrijednostima od n gdje naravno raste broj
mogucih kombinacija primijeti se da se program naizgled smrzne kada je n = 9. Kada se izracuna
broj kombinacija koje treba provjeriti, ne bude veoma visok, bude jednak 2° = 512 3to je za
moderna racunala vrlo malena brojka. Detaljnim pra¢enjem programa zapravo se dode do jedne
kombinacije gdje program nije u stanju pronaci . Kada se pusti program da trazi ¢ za tu
kombinaciju veoma dugo i dalje nije u stanju pronaci rjeSenje. Kombinacija na kojoj se program
zaustavi je, primjenjujuci isti nacin oznacavanja s ,,1” 1,,0”, 010011110. Nakon $to se program
izmijeni da obustavi pretragu kada se postigne odredena gornja granica pretrazivanja, program

zavrsi te za n = 9 se istaknu 3 slucaja koji nemaju rjesenje: 010011110, 011110010 i 110010011.

Za provjeru nepostojanja rjeSenja za  moZe se uzeti redoslijed eliminacije 3, 4, 6, 7. Za
uklanjanje prve osobe odgovara korak 3 + 9k. Za uklanjanje druge osobe odgovara 1 + 8m. Za

trecu osobu odgovara 2 + 77 1 za Cetvrtu osobu odgovara 1 + 6s.

q=3+9%=1+8m=2+7r=1+6s

Zbog 3 + 9k, q mora biti djeljiv s 3, no 1 + 6s dijeljenjem s 3 daje ostatak 1 $to nije
moguce. Prema tome ne postoji kombinacija koja odgovara. Isti je slucaj s ostalim redoslijedima

u sva 3 slucaja.

Podskupovi skupa {1, 2, 3, ..., n} osoba koje se na pocetku nalaze u krugu za koje ne postoji
korak eliminacije q koji ¢e bas$ te osobe na kraju ostaviti u krugu se zovu ne-Josipovi skupovi te
je cilj napraviti novi program Cija je svrha §to brze pronalaziti takve slucaje. Ne-Josipovi skupovi
se odnose samo na podskupove nekog nadskupa, a ne svih nadskupova, npr. skup {2, 3, 4, 5, 8}
jest ne-Josipov podskup od {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, no taj isti podskup je podskup od skupa
{1,2,3,4,5,6,7,8} sto dokazuje q = 23, §to nalaze da ¢e se pod skupovi gledati odvojeno za svaki n.

Program koji ¢e biti predstavljen je dizajniran da §to brze pronalazi ne-Josipove skupove

za razne vrijednosti broja n. Program ¢e raditi na principu da zapravo pronalazi rjeSenja za svaki
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skup. Kada se zavrsi S pronalazenjem rjesenja dovoljno je prebrojati rjeSenja koja nisu pronadena

tijekom rada.

4.  ALGORITAM ZA RACUNANJE RASPOREDA UKLANJANJA OSOBA

Prvi korak u formiranju programa je odabiranje pogodnog algoritma. Neki algoritmi mogu
biti uc¢inkoviti teoretski, N0 veoma teSki za implementirati, a mogu biti i jednostavni za
implementirati, no spori itd. Algoritam koji ¢e se nadalje koristiti za implementaciju ¢e biti
iterativna metoda sli¢na rekurzivnoj za op¢i slucaj samo §to ¢e se pratiti rezultati nakon svakog
koraka. Algoritam je jednostavan za implementirati, no ima, blago receno, veliku kompleksnost
koja ¢e biti opisana kasnije u radu. Odabir osnovnog algoritma samo pruza informaciju o odabiru
osoba za ukloniti te ne pruza pogled u ostale popratne stvari nuzne za program. Potrebno je usput
pratiti koliko se skupova pojavilo te koji ne-Josipovi skupovi su se pojavili. Popratne strukture
podataka su od iznimne vaznosti jer njihov odabir moze imati znatan u¢inak na performanse te

skalabilnost i paralelizaciju programa.

4.1. Uklanjanje osoba

Uklanjanje ¢e se izvoditi na nain da se stvori niz osoba te ¢e se na njima izvoditi
uklanjanje. Najjednostavnija metoda uklanjanja ispadne najbrza, a to je da se osoba koja se ukloni
fizi¢ki ukloni iz tog niza. Moze se raditi i S preusmjerivanjem pokazivaca, no ta metoda ispadne
spora 1 neu¢inkovita zbog mnogo dereferenciranja pokazivaca.

Implementacija niza osoba ¢e biti jedna vrijednost duljine 64 bita gdje svaki pojedini bit
predstavlja osobu na tom mjestu. Na taj nacin se izravno moze tretirati svaki bit kao jedna pozicija
u krugu. Prethodno naveden nacin oznacavanja osoba S ,,0“ i ,,1“ je prvenstveno izveden iz
osnovne implementacije zbog svoje jednostavnosti. Obiljezje ovakvog nacina rada je da kada se
zapisuju rezultati nije potrebno zapisivati kako izgleda koje rjeSenje jer sami niz osoba kao
broj¢ana vrijednost (u dekadskom sustavu) govori na kojem mjestu se nalazi. Za primjer e se
uzeti prvi ne-Josipov skup za n = 9: 010011110. Kada se taj broj interpretira u bazi 10 dobije se

vrijednost 158 sto jedinstveno oznacava da je mjesto 158 u nizu rjesenja upravo ta kombinacija.



4.2. Zapis rezultata

Zapisivanje ¢e se izvoditi tako da se na pocetku stvori jedan veliki niz svih kombinacija.
Jedno bitno obiljeZje ovog nacina rada je da taj popis mora biti prostorne kompleksnosti 0(2")
gdje je n broj osoba jer toliko ima kombinacija. Buduéi da su sve kombinacije jedinstvene,
potrebno ih je u programu samo oznacavati da li su pronadene. Oznake ¢e biti najmanji tip podatka
koji je C++ jeziku cijeli broj od 8 bitova. Uzet ¢e se taj poseban tip podataka radi jednostavnosti
te radi Stednje memorijskog prostora. Moguce je koristiti i bolji na¢in gdje se vrijednosti ,,pakiraju
u individualne bitove, no za raspon brojeva koji algoritam mora koristiti takva metoda nije nuzna

za implementirati.

4.3. Racunanje pozicije osobe koja ¢e se ukloniti

Srz algoritma je nacin uklanjanja pozicija. Umjesto koriStenja rekurzivne formule koristit
¢e se iterativni nacin rada koji imitira isti na¢in na koji bi ¢ovjek uklanjao osobe iz kruga. Prvo
svojstvo za primijetiti je da bez obzira koliki je g, uvijek se reducira na q u rasponu [0, n), ako
uzmemo da je prva osoba na poziciji 0. Nakon prvog kruga dobijemo poziciju gdje se osoba treba
ukloniti pomo¢u malene jednadzbe koriStene ranije u radu: i = (q % n). Nakon prvog kruga
nedostaje jedna osoba tako da je n za jedan manji te se vise ne pocinje od prve osobe nego od

osobe na poziciji indeks. Za sljedeci krug relacija glasi:
i=0+q9%n-1)
Op¢i oblik se moZe zapisati na sljedec¢i nacin:
i=0+q9%Mn-m)
Za svaki sljedeci krug i se stalno mijenja te n opada. Za prvi krug se uzme da je pocetni

indeks O te je funkcija ista za svaki sljede¢i samo §to n —m opada do 0. Kada vrijednost n — m

postane 1 onda je samo jedna osoba preostala u krugu.
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4.4. Kompleksnost algoritma

Kompleksnost algoritma je zbog njegove prirode znatna. Naivno rjeSenje koristeno u
programu ranije u radu kada su se trazila rjeSenja za n = 5 je takvo da se za svaku kombinaciju
trazio (. Takvo rjeSenje je vremenske slozenosti O (2™) jer se mora proci kroz svaku kombinaciju.
Gornja granica do koje se traze rjeSenja, takoder jo$ jedna vremenska kompleksnost, je odredena
eksperimentalno te je takoder kompleksnosti kao i vremenska, O (2™). Postoji problem sa ovakvim
pristupom jer to je samo odredeno iz rezultata programa. Prava gornja granica je jedna od najlosijih
kompleksnosti koja postoji. Ako se uzme da je n = 5 onda prvi krug moze pogoditi jednu od 5
osoba, sljedeci krug jednu od 4 i tako sve do 1 te se iz toga moze zakljuciti kompleksnost od n!.
Takva kompleksnost je vrlo losa jer ve¢ za n = 12 gornja granica postane veoma velika:
479001600, sljedeci n je ve¢ prevelik te ne stane u cijeli broj od 32 bita. Iz tog razloga ¢e gornja

granica biti bazirana na potencijama broja 2.

Glavni izvor ,,optimizacije programa je Zrtvovanje memorije za vrijeme izvodenja jer ako
se prode samo jednom po vrijednostima g do gornje granice te se usput proizvede tko treba
prezivjeti onda se izbjegne skup proces prolaska kroz svaku kombinaciju te trazenje rjeSenja. U
srzi, umjesto da se trazi rjeSenje, pocne se od rjeSenja te Se traze kombinacije. Na taj nacin Se
kompleksnost smanji s 0(22™) vremenski i 0(1) prostorno na O(2™) vremenski i 0(2")
prostorno. Implementacija je bazirana na prethodno navedenoj ,,optimizaciji* te je to ujedno i
ograni¢avajuéa okolnost programa. Cak i da se koriste individualni bitovi za spremanje
informacija ve¢ za n = 35 je potrebno 4 GB radne memorije. Za n = 40 je potrebno 128 GB

memorije, a za n = 45 je potrebno 4096 GB ili 4 TB memorije.

Jos§ jedan ¢imbenik vremenske kompleksnosti je petlja koja ¢e uklanjati osobe. Ona ¢e biti
proporcionalna broju ljudi tako da je ona O(n) vremenske kompleksnosti. Ukupna teoretska
kompleksnost, ako bi se uzelo sve prema teoretskim vrijednostima, je O(n * n! * 2™). Zavr$na

kompleksnost algoritma koji ée se koristiti za implementaciju je O (n * 22™).
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5. 1ZVEDBA ALGORITMA U PROGRAMSKOM JEZIKU C++

Izvedba algoritma zapocinje s osnovnim algoritmom bez ikakve paralelizacije i dodatnih
ubrzavanja tako da se dobije osnova na koju se mogu dodati kompleksne stvari naknadno. Osnovna
izvedba ¢e biti jedna funkcija koja se pozove te ona izraCuna sve §to je potrebno. Svi glavni
podatci, poput polja oznaka, se pripremaju prije pokretanja funkcije. Implementacija je izvedena
u programskom jeziku C++ zbog visokih performansi te jednostavnosti koristenja viSenitnog

(engl. multithreaded) nacina rada te ostalih stvari koje su nuzne za program.

5.1. Osnovna izvedba

Da bi se moglo odredivati tko je u krugu, a tko nije, napravit ¢e se polje u kojem se
spremaju pozicije osoba. Polje se sastoji od tipa podataka nazvanog uint8_t koji predstavlja cijeli
broj od 8 bitova. 8 bitova je dovoljno jer kompleksnost programa svejedno ne dopusta vise od 256
osoba.

Prije pocetka programa se definira nekoliko pretprocesorskih naredbi kao na slici 5.1.1.
N predstavlja n, a ,,UPPER_BOUND* je gornja granica do koje se traze rjesenja. Ona je

pronadena eksperimentalno nakon mnogo testiranja.

#tdefine N 24

#define UPPER_BOUND std::pow(2, 1.1 * N + 1)

Slika 5.1.1.: Pretprocesorske naredbe
U funkciji koja traZi rjeSenja prvo se napravi polje koje ¢e predstavljati pozicije osoba.
Odmah nakon kreiranja polja, ono se popuni s pripadnim vrijednostima. Takoder se napravi i
dvostruko vece polje koje ¢e se koristiti tijekom rada programa. Dvostruko je duze jer ¢e kasnije,

kada se kopira memorija, biti brZe kopirati viSe bajtova nego provjeravati koliko ih treba kopirati.

uint8 t startingIndices[64];

uint8_ t positionIndices[128];

for (int64 t i = 0@; 1 < N; i++) {
startingIndices[i] = N - i - 1;

}

Slika 5.1.2.: Polja pozicija
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Srz algoritma je sadrzana u sljede¢em dijelu koda. Prije petlje se zabiljezi gornja granica
te se ona Koristi u petlji (maxQ). Petlja obilazi svaki q od pocetka (startQ) do gornje granice te
svaki put prekopira indeks osoba (pomocu funkcije ,,memcpy*) Sto vrati krug na pocetno stanje.
Zatim se kreira nova vrijednost koja ¢e pratiti kombinaciju kao vrijednost od 64 bita. Na pocetku

se pretpostavi da su sve osobe prisutne. Takoder se zabiljezi indeks te koliko je ljudi u krugu.

int64 t maxQ = int64 t(UPPER_BOUND);
for (int64_t g = startQ; q <= maxQ; g++) {

std: :memcpy(positionIndices, startingIndices, 64 * sizeof(uint8 t));
inte4 t combination = (1ull << N) - 1;

int64 t index = 0;
int64_t friendCount

N;
while (friendCount) {
index = (q + index) % friendCount--;
combination -= (1ull << positionIndices[index]);

uint8 t* indexToDelete = positionIndices + index;
std: :memcpy(indexToDelete, indexToDelete + 1, 64 * sizeof(uint8 t));

combinationOccurances[combination] = 1;

Slika 5.1.3.: Glavna petlja

Unutarnja petlja se izvrSava sve dok ima ljudi u krugu. Prvo se pomoc¢u modulo operacije
smanji gdje bi g trebao ukloniti osobu te se smanji broj osoba u krugu. U sljedecoj liniji se gasi
odgovarajuci bit u vrijednosti koja prati kombinaciju. Gasenje bitova se radi tako da se uzme
indeks osobe na poziciji koju treba ukloniti te se taj bit gasi. Gasenje bitova se izvodi tako da se
uzme vrijednost 1 te se pomakne odreden broj bitova u lijevo te se ta vrijednost oduzme od niza
koji prati gdje se tko nalazi. Oduzimanje radi to¢no jer se ista pozicija ne moze ponoviti vise puta,
tj. ne moze se isti bit viSe puta oduzeti. Nakon toga se opet kopiraju vrijednosti, ali se u ovom
slucaju svi indeksi iznad onog koji se uklanja prekopiraju za jedno mjesto dolje tako da se
efektivno ukloni trazeni indeks. Na kraju zahvaljuju¢i Cinjenici da vrijednost koja prati
kombinaciju istovremeno pokazuje gdje se ona to¢no nalazi u nizu rezultata, moze se jednostavno
oznaciti da je upravo ta kombinacija pronadena. Varijabla ,,combinationOccurances® se predaje
funkciji kao argument zajedno s varijablom ,,startQ“. Pogodno je funkciji dati odakle da po¢ne jer

kad bude vise niti onda se samo izmjeni gdje koja nit poCinje raunati.
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Tablica 5.1.1.: Prikaz kako se uklanjaju osobe zan=5iq=09.

Varijable
combination index friendCount | positionindices

Vrijednosti na pocetku | 31;, (11111,) 0 5 {4,3,2,1,0}

1 30,0 (11110,) 4 4 {4,3,2,1}

2 2240 (10110,) 1 3 {421}
Prolazak

_ 3 18,4 (10010,) 1 2 {41}

petljom

4 210 (00010,) 0 1 {1}

5 0,0 (00000,) 0 0 {

U prethodnoj tablici je demonstrirano kako algoritam radi za stvarni primjer te se moze
vizualizirati kako algoritam tocno funkcionira. Na pocetku su prisutne sve osobe (11111) te je
indeks uklanjanja jednak 0. Prvo uklanjanje promijeni indeks na 4 te se uzme vrijednost na tom
indeksu iz ,,positionIndices* (0). Ta vrijednost se koristi da bi se ugasio taj bit u ,,combination* te
nakon gaSenja bita se ,,positionIndices* prekopira tako da se ukloni iskoriStena vrijednost. Drugo
uklanjanje mijenja indeks na 1 te uzima drugu vrijednost iz polja ,,positionIndices” (3). Kao u
prethodnom koraku ta vrijednost se koristi za gaSenje pripadnog bita te se polje opet kopira da se
ukloni ta vrijednost. Postupak se ponavlja onoliko puta koliko ima bitova. Jedna stvar za primijetiti
je da je ovaj primjer identiCan objasSnjenom u poglavlju 3 te za tre¢i prolazak petljom skup
prezivjelih je identi¢an. Jedina razlika je $to je g veci za jedan jer se pocinje od 0, ane od 1.

Ostatak koda koji pokrece funkciju se nalazi u glavnoj funkciji ,,main‘. Programski kod je
zaduZen za kreiranje polja gdje se spremaju rezultati te pracenje koliko vremena treba da se izvrsi

funkcija. Broj nemogucih situacija je samo broj mjesta u polju koji su jednaki 0.

int64_t combinationCount = 1ull << N;
uint8 t* combinationOccurances = new uint8 t[combinationCount]();

auto tl1 = std::chrono::steady clock::now();
josephus(combinationOccurances, 0);
auto t2 = std::chrono::steady clock::now();

int64_t impossibleCombinationCount = 0;
for (int64_t i = @; i < combinationCount - 1; i++) {
impossibleCombinationCount += !combinationOccurances[i];

}

delete[] combinationOccurances;
printf("n is %2d, %511d occurances, %10.3f seconds\n", N,

impossibleCombinationCount, std::chrono::duration_cast<std::chrono::microseconds>(t2 -
tl).count() / 1000000.0);

Slika 5.1.4.: Pokretacki kod u ,,main** funkciji
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Nakon $to je napravljen kod potrebno ga je paralelizirati da bi ga se ubrzalo §to vise moguce.
Zahvaljujuéi osnovnoj verziji lagano je za primijetiti da petlja po kojoj se pretrazuju rjeSenja nema
ovisnost o prethodnim rezultatima $to je savrSeno za paralelizaciju. Petlja ide po vrijednostima
broja q tako da ih preskace za broj niti. Ne postoji garancija da ¢e sve niti imati razliite
kombinacije tijekom rada $to znaci da ¢e potencijalno biti duplikata tijekom rada. Duplikati nisu

problem jer je samo bitno oznaciti da se naslo rjeSenje, a ne koje rjesenje.

Za paralelizaciju je potrebno koristiti dodatne niti. Niti su poput dodatnih procesa koji rade
neki zadatak. Na isti na¢in kao §to je ,,main® funkcija koja se izvodi u glavhom programu, svaka
nit dobije neku funkciju za izvoditi. Bitno je za spomenuti da su niti asinkrone s obzirom na glavni
program S§to zna¢i da rade nezavisno te u modernim procesorima se izvr$avaju na drugim
procesorskim jezgrama. U jeziku C++ one dolaze iz zaglavlja ,thread. Izmjena koda koji ratuna

rjeSenja je samo u petlji. Petlja se izmjeni na sljedeéi nacin:

for (int64_t q = startQ; q <= maxQ; q += THREAD_COUNT)

Slika 5.1.5.: 1zmijenjena glavna petlja funkcije

U ovom nac¢inu rada ,startQ“ ¢e biti inkrementiran od O za svaku nit te ¢e nova

pretprocesorska naredba ,, THREAD COUNT* biti zaduzena da svaka nit ,,preskace* ostale.

int64 t combinationCount = 1ull << N;
uint8 t* combinationOccurances = new uint8 t[combinationCount]();

std::thread* threads = new std::thread[ THREAD_COUNT]();
for (int64 t i = @; i < THREAD_COUNT; i++) {
threads[i] = std::thread(josephus, combinationOccurances, i);

}

auto t1 = std::chrono::steady clock::now();

for (int64 t i = @; i < THREAD_COUNT; i++) {
threads[i].join();

}

auto t2 = std::chrono::steady clock::now();

int64_t impossibleCombinationCount = 0;

for (int64_t i = @; i < combinationCount - 1; i++) {
impossibleCombinationCount += !combinationOccurances[i];

}

delete[] threads;
delete[] combinationOccurances;

printf("n is %2d, %511d occurances, %10.3f seconds\n", N,
impossibleCombinationCount, std::chrono::duration_cast<std::chrono::microseconds>(t2 -
tl).count() / 1000000.0);

Slika 5.1.6.: Pokretacki kod s podrskom za vise niti
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Prethodno navedena naredba zamjenjuje izraz ,,q++“ s ,,q += THREAD COUNT*. Time
se posao ravnomjerno raspodjeli na broj niti odreden pretprocesorskom naredbom. Veca, znatna,

promjena koda je u funkciji ,,main‘ gdje je potrebno upravljati nitima.

Izmijenjen kod kreira niti te ih sve pokrene sa svojim poc¢ecima. Npr. ako kod radi na 4
niti, one ¢e dobiti sljedece pocetke: 0, 1, 2, 3. Nakon §to svaka nit zavrsi sa svojim g-om, q se
poveca za broj niti na: 4, 5, 6, 7, nakon toga se povec¢a na: 8, 9, 10, 11 i tako sve do gornje granice.
Tim postupkom se zadatak podijelio te nema preskakanja kombinacija. Zatim je potrebno za svaku
nit pozvati funkciju ,,join“ koja natjera glavni program da pri¢eka da ta nit zavrsi sa svojim poslom.
Na taj na¢in prolaskom kroz sve niti ¢e se pri¢ekati da one i zavrse. Ostatak je nepromijenjen osim

brisanja memorije koju su niti Koristile.

Sa gotovim kodom se moze za razne vrijednosti broja n izracunati koliko i1 gdje ima ne-
Josipovih skupova te naravno, moze se izmjeriti vrijeme Koje je bilo potrebno da se izracuna.
Racunanje pomocu kojeg ¢e se odredivati u€inkovitost algoritama ¢e se izvoditi na vrijednostima
n € [20,27] jer za vrijednosti ispod 20 vrijeme izvodenja bude manje od jedne sekunde te bude

suvise osjetljivo na promjene, a vrijednosti iznad 27 traju previSe za obi¢no skupljanje podataka.

Racunalo na kojem su rezultati dobiveni ima procesor S 6 fizickih jezgri i 12 virtualnih. 1z
tog razloga ¢e broj niti biti 1, 2,4, 6, 81 12 jer ti brojevi niti se mogu dobro rasporediti na virtualnim
jezgrama procesora. Unosi u tablici su vrijeme u sekundama potrebno da se izraCunaju skupovi za

odredeni n i broj niti.
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Tablica 5.1.2.: Vrijeme potrebno za izracunati skupove te broj ne-Josipovih skupova.

Broj niti Broj
pronadenih
1 2 4 6 8 12 ne-Josipovih
skupova
20 1.14 0.89 0.80 0.61 0.51 0.45 238
21 2.85 251 1.87 1.41 1.11 0.92 794
22 28.81 6.61 4.57 3.22 2.54 2.10 0
23 29.99 19.41 11.31 8.42 6.53 5.24 0
" 24 80.08 52.64 28.52 21.465 16.87 13.13 308
25 212.19 128.57 73.73 54.664 42.95 34.47 545
26 700.03 284.61 178.46 132.84 106.39 87.06 0
27 | 1516.38 | 847.66 487.32 309.19 256.50 215.50 270

5.2. Optimiziranje pristupa memoriji

Unutar glavne petlje programa jedna od najbitnijih operacija je uklanjanje indeksa osobe
iz polja. Ta operacija se izvodi s ,,memcpy* funkcijom, no moze se optimizirati jo$ vise jer ta
funkcija ima dodatnih skrivenih provjera koje usporavaju glavnu petlju. Moze se djelomi¢no

optimizirati ru¢no tako da se napise funkcija za to, no postoji bolje rjesenje, AVX2 instrukcije [8].

AV X2 instrukcije su posebne instrukcije koje se nalaze na nekim modernim procesorima,
ukljucujuéi na procesoru na kojem je program napisan. Odlika tih instrukcija je SIMD princip koji
glasi da se jedna instrukcija primjenjuje istovremeno na viSe komadi¢a podataka. Instrukcije u
AVX2 skupu instrukcija su razne, od zbrajanja i oduzimanja, do permutacija i raznih matematickih
operacija. AVX2 instrukcije takoder imaju vrlo velike registre, duljina 256 bita. Normalni registri
su dugacki 64 bita te mogu drzati u sebi jednu vrijednost. AV X2 registri su posebno dizajnirani
tako da u jednom registru mogu biti 4 vrijednosti duljine 64 bita ili 8 vrijednosti od 32 bita ili 16
vrijednosti od 16 bitova ili 32 vrijednosti od 8 bitova duljine. U poboljSanoj verziji programa ¢e
se koristiti instrukcije za pomicanje podataka kada se uklanjaju indeksi iz polja. Pomicanje
podataka ¢e obavljati sljedece dvije funkcije: ,,_mm256_loadu_si256 “i,, mm256_storeu_si256 “.

Prva funkcija se koristi da bi se iz neke memorijske lokacije ucitalo 256 bita informacija ili
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jednostavnije 32 bajta §to je u programu 32 indeksa odjednom dok je druga suprotna, ona samo
spremi 32 bajta informacija na neku lokaciju. Primjenom te dvije funkcije se samo treba izmijeniti

dio koda koji racuna rjeSenja.

// Prije petlje
__m256i _originalIndicesPartl
__m256i _originalIndicesPart2

= _mm256_loadu_si256((__m256i*)(startingIndices + 0));
= _mm256_loadu_si256((__m256i*)(startingIndices + 32));
// Zamjenjuje prvi memcpy poziv

_mm256_storeu_si256((__m256i*)(positionIndices + ©), _originalIndicesPartl);
_mm256_storeu_si256((__m256i*)(positionIndices + 32), _originalIndicesPart2);

// Zamjenjuje drugi memcpy poziv

uint8_t* indexToDelete = positionIndices + index;

__m256i _indexDataPartl = _mm256_loadu_si256((__ m256i*)(indexToDelete + 1));
__m256i _indexDataPart2 = _mm256_loadu_si256((__m256i*)(indexToDelete + 33));
_mm256_storeu_si256((__m256i*)(indexToDelete + ©0), _indexDataPartl);
_mm256_storeu_si256((___m256i*)(indexToDelete + 32), _indexDataPart2);

Slika 5.2.1.: Optimizirani ,,memcpy “ pozivi pomoci AVX2 instukcija

U novom kodu prve dvije linije se nalaze ispred prve petlje te u¢itavaju sve pocetne indekse
u dvije varijable tipa ,,__m256i “ koje predstavljaju prethodno navedene registre. Nakon pocetka
petlje umjesto prvog poziva funkcije ,,memcpy* Koriste se funkcije za spremanje vrijednosti u
polje. Takoder umjesto drugog poziva funkcije ,,memcpy* prvo se ucitaju vrijednosti koje treba
pomaknuti te se odmah spreme jedan bajt nize ¢ime se ukloni osoba na nekom indeksu, poput

»memcpy*, samo ucinkovitije.

Tablica 5.2.1.: Vrijeme potrebno za optimiziran pristup memoriji.

Broj niti
Broj skupova
1 2 4 6 8 12

20 1.04 0.68 0.79 0.57 0.47 0.39 238

21 2.82 2.66 1.81 1.30 1.05 0.88 794

22 8.72 6.85 4.15 2.94 2.47 1.96 0

23 28.32 19.06 11.20 7.88 6.15 4.89 0
" 24 76.69 45.46 27.59 20.08 15.77 12.52 308

25 190.32 118.58 69.39 49.89 40.43 33.609 545

26 575.08 281.43 167.41 124.16 100.94 83.57 0

27 | 1369.70 | 856.39 462.11 289.46 242.31 210.41 270
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Kada se uzme prosjek svih rezultata spram ne optimizirane verzije dobije se prosje¢no

poboljsanje od 6.44 %. Poboljsanje nije suvise veliko, no nije za zanemariti.

5.3.  Optimiziranje modulo operacije

Modulo operacija je od iznimne vaznosti u algoritmu jer ona je zasluzna za odredivanje
pravih pozicija za ukloniti, ali ima vrlo velik i znatan problem. U modernim ra¢unalima kada se
trazi dijeljenje dva cijela broja dobije se cjelobrojni rezultat te usput se dobije i ostatak. Kada se
radi modulo operacija, procesor zapravo radi dijeljenje, no samo uzme ostatak te odbaci rezultat
dijeljenja. Dijeljenje dva broja je i na modernim racunalima vrlo skupa operacija jer se ne moze
izvesti uCinkovito. Zbrajanje i oduzimanje brojeva duljina 64 bita je vrlo brzo, 1 takt, mnozenje je
nesto sporije s 3 takta, no to nadoknadi s time da se svaki takt moze novo mnozenje pokrenuti pod
uvjetom da ne ovisi o prethodnim mnozenjima. Medutim, dijeljenje, u slu¢aju racunala na kojem
se kod izvrSava, nema stalno trajanje nego ovisi u ulazima te traje izmedu 13 i 44 procesorskih
taktova te se ne moze vise dijeljenja istovremeno izvrSavati. S obzirom da vrijednosti za q postaju
vece s vremenom, a broj koji ga dijeli je uvijek malen moze se uzeti da je trajanje uvijek preko 35
taktova. Optimizacija modulo operacije nije uvijek moguca, no u ovom slucaju, jer se zna tocno s

¢im Ce se dijeliti, moguce je optimizirati.

Optimizacija se zasniva na tome da dijeljenje dva broja se moze zapisati kao mnozenje s
recipro¢nom vrijednosti broja: g =5+« % = 5% 0.3 = 1.6. MnoZenjem ta dva broja se dobije isti

rezultat, no operacija je bila brza jer je bilo mnozenje, a ne dijeljenje.

Ako se uzme najveci binarni broj koji stane u cjelobrojnu varijablu od 64 bita te se taj broj
tretira kao da je tocka koja razdvaja cijeli 1 razlomacki dio na lijevoj strani broja, a ne na desnoj,
onda taj broj predstavlja, Sto preciznije moguce, broj 1. Npr. Uzimajuéi broj od 8 bitova:
11111111.00000000, = 255, te tretiraju¢i ga kao Sto je prethodno navedeno dobije se:
0000000.11111111, = 0.99609375,,. Taj broj ¢e se zvati M,. Kada se M, podijeli s

djeliteljem, gore u primjeru 3, dobije se priblizno % te je zbog nepreciznosti potrebno dodati 1 na

M, da se djelomicno popravi preciznost. Takav ,,popravljen® broj ¢e se zvati M. MnoZenjem M s
djeljenikom se dobije broj L koji predstavlja rezultat pocetnog dijeljenja, ali predstavlja dio s desne

strane decimalne toc¢ke $to je vrlo bitno. Mnozenje broja L s djeliteljem proizvodi 128 bitova
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rezultata, gornjih 64 bita su dio iznad decimalne tocke, a donjih 64 su ispod decimalne tocke.

Ostatak pocetnog dijeljenja je u gornjih 64 bita rezultata [9].
Kada se taj postupak primjeni na primjeru iznad dobije se sljedece:

N = FFFFFFFFFFFFFFFF;4 = 18446744073709551615,,

N
M= §+ 1 = 5555555555555556,¢ = 0.3333333333333333,

L=5+«M=AAAAAAAAAAAAAAAF,;; = 0.6666666666666666
R: (L*S) >>64:216:210

Izmjene u kodu s obzirom na operaciju nisu toliko znatne. ,,Magicni“ brojevi (M) se
racunaju prije pocetka petlje te se spreme u polje da bi se koristili kasnije. Kod je jednostavan,
prvo se odredi gdje bi trebalo ukloniti sljedecu osobu te se pomnoZi S ,,magi¢nim* brojem. Nije
potrebno uklanjati gornjih 64 bita jer obi¢no mnozenje ih svejedno ukloni. Nakon toga se poziva
funkcija ,,__umulh“ koja izratuna samo gornja 64 bita rezultata koji predstavljaju ostatak te

istovremeno sljede¢i indeks.

// Prije petlje
int64_t magicNumbers[64];
for (int64 t i = 1; i < 64; i++) {
magicNumbers[i] = OxFFFFFFFFFFFFFFFF / i + 1;
}

// Ovo se zamjeni
index = (q + index) % friendCount--;

// S Ovim
int64_t lowBits = (q + index) * magicNumbers[friendCount];
index = __umulh(lowBits, friendCount);

friendCount--;

Slika 5.3.1.: 1zmjene potrebne za optimizirani modulo

lako bi takva metoda sama po sebi poboljsala brzinu za 0ko 40%, kod je takoder izmijenjen
na nacin da se koriste AVX2 instrukcije za prebacivanje memorije, optimizirani modulo te
,odmotavanje* petlje tako da svaki prolazak petljom racuna 4 slu¢aja istovremeno $to sveukupno
znatno ubrza program, no kod veoma je dug i nec¢itak zbog odmotavanja petlje te nece biti prisutan

u radu, samo rezultati. Razlog zasto se petlja odmotava je zato Sto u uskoj unutarnjoj petlji
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uzimanje magic¢nih brojeva iz L1 predmemorije je relativno sporo za samo jedan broj. Optimizacija

je znatna s 61.68% brzim vremenom izvodenja te je vrijedna zamrSenosti koda.

Tablica 5.3.1.: Vrijeme potrebno pomocéu AVX2, optimizacije modulo-a i odmotavanja petlje.

Broj niti
Broj skupova
1 2 4 6 8 12

20 0.55 0.59 0.49 0.36 0.30 0.27 238

21 1.85 1.59 1.10 0.81 0.66 0.58 794

22 5.57 341 2.52 1.90 1.50 1.34 0

23 17.37 11.41 6.69 5.10 4.21 3.50 0
" 24 47.75 29.67 17.54 13.38 11.46 10.54 308

25 118.37 74.89 47.79 35.87 30.76 30.85 545

26 287.62 194.16 132.95 88.41 78.89 76.09 0

27 701.83 459.59 269.45 216.51 204.00 183.79 270

6. REZULTATI

Iz tablica rezultata se moze primijetiti trend da se povecanjem broja niti smanjuje potrebno

vrijeme, no nije jasno vidljivo koliko zapravo. Jedna stvar koja se moze primijetiti izravno je da s

povecanjem vrijednosti broja n raste vrijeme potrebno za izracun za neki faktor izmedu 2 i 3. Kada

se uzmu sve vrijednosti u obzir dobiju se sljedeci faktori:

Tablica 6.1: Faktori rasta implementacija te njihov prosjek.

Implementacija 1

Implementacija 2

Implementacija 3

Faktor rasta

2.550054

2.575294

2.581692

Prosjecan faktor rasta

2.569013

Iz tablice 6.1 se moze vidjeti da je faktor rasta slican procijenjenoj kompleksnosti

algoritma. Razlog zasto je oko 2.5 je Cinjenica da s rastom broja osoba se unutrasnja petlja koja ih

uklanja izvodi viSe puta te ona pravi tu dodatnu razliku. Jedna od posljedica takvog rasta je da je
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svaki sljedeci broj toliko puta ,,tezi* za izraCunat te traje toliko duze. Ako se pretpostavi da je rast
Isti te da se koristi tre¢a implementacija S 12 niti onda se moze pretpostaviti kakva ¢e biti vremena
izvodenja za vece n. Ako se koristi tre¢a implementacija s 16 niti na boljem racunalu s 8 fizi¢kih
i 8 virtualnih jezgri onda se dobije za n = 27 vrijeme od 102.38 sekundi spram prvog racunala.

Koristeci taj rezultat dobije se drugi stupac u tablici pretpostavljenih vremena izvodenja.

Tablica 6.1: Pretpostavljena vremena izvodenja.

Pretpostavljena vremena

" Racunalo 1 Racunalo 2

30 ~0.86 sati ~0.48 sati

35 ~ 4 dana ~ 2.24 dana

40 ~1.23 godina ~ 0.68 godina

45 ~ 1.38 stoljeca ~ 0.77 stoljeca

50 ~ 15.5 tisucljeca ~ 8.6 tisucljeca

55 ~ 1.7 milijuna godina ~ 0.96 milijuna godina
60 ~ 194 milijuna godina ~ 100 milijuna godina

Zahvaljujuéi visokoj kompleksnosti moze se iz ekstrapoliranih podataka vidjeti da bi
vremena izvodenja postala nepodnosljiva vrlo brzo te da isplativost algoritma znatno opadne. Ve¢
oko 40 postane neprakti¢no osim na superracunalima gdje bi se posao mogao podijeliti na mnogo
procesorskih jezgri. Pretpostavljena vremena na drugom, brzem ra¢unalu, su bolja, ali spram

kompleksnosti problema, od malenog su znacaja.
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Cilj rada je bio kreirati paralelan program koji ra¢una ne-Josipove skupove te je naglasak
bio na implementaciji programa, no kada se program primijeni na vise vrijednosti broja n onda se

dobiju sljedeci rezultati za ne-Josipove skupove (redovi gdje ima 0 skupova nisu prikazani):

n Broj ne-Josipovih skupova
9 3
12 13
15 26
18 54
20 238
21 794
24 308
25 545
27 270
28 114
30 5539
33 605

Tablica 6.2: Broj ne-Josipovih skupova do n = 33

Ako bi se zapisali rezultati ukljucujuci one gdje je broj skupova jednak 0 onda se dobije
niz brojeva, ekvivalentan nizu koji se moze pronaci na poveznici u popisu izvora [10]. Niz brojeva
na poveznici ide do n = 26 $to znaci da su rezultati poslije 26 potpuno novi rezultati za ovaj

problem.

Na sljedece dvije stranica slike 6.1, 6.2 i 6.3 su grafovi podataka iz tablica 5.1.2, 5.2.1 i
5.3,1, aslika 6.4 predstavlja slucaj kada je n = 27 te su sve tri implementacije izravno usporedene.
Na slikama 6.1, 6.2 1 6.3 se moZe primijetiti da s porastom broja niti vrijeme opada, ali S porastom

broja n vrijeme se povecava.
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Slika 6.1: Graf rezultata prve implementacije.
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Slika 6.2: Graf rezultata druge implementacije.
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Slika 6.3: Graf rezultata trece implementacije.
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Slika 6.4: Usporedba performansi sve tri verzije programa.
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7.

ZAKLJUCAK

Josipov problem je veoma zanimljiv problem iz perspektive matematike i programiranja.
Problem zahtijeva modulo aritmetiku da se odredi redoslijed uklanjanja iz kruga osoba. Rjesenja
postaju kompleksnija $to se problem viSe generalizira. Generalizacija problema kada se trazi
zadnja prezivjela osoba nakon uklanjana ostalih s korakom uklanjanja ¢ se pokaze da je
jednostavna za opisati, N0 nema izravne jednadzbe. Povecavanjem broja prezivjelih osoba se
pokaze da postoje nemoguce situacije. Pronalazenje takvih situacija se pokazalo da je kompleksno

1 skupo u smislu vremena izvodenja.

Algoritam pronalaZenja ne-Josipovih skupova je jednostavan i ucinkovit, no ima vrlo
visoku kompleksnost zbog prirode problema. Paralelizacija uspije poboljsati vrijeme izvodenja jer
je lagano za paralelizirati. Optimizacija prebacivanja memorije pomo¢u AVX2 instrukcija i

optimizacija modulo operacije uspiju zajedno ubrzati program za preko 60%.

Analizom podataka se vidi da je svaka sljedeca vrijednost za n 250% zahtjevnija za
izraCunati nego prethodna §to se moze procitati iz grafova vremena. KoriStenje viSe niti ubrza

program proporcionalno broju fizi¢kih jezgri na racunalu te omogudi traZzenje vecih rezultata.

Nije poznato da li je moguce izracunati izravno da li je neka kombinacija moguca jer svaki
korak ovisi o prethodnom te uvijek ima 2" slu¢ajeva $to ograni¢ava brzinu algoritma. Potencijalno
se moZze jo$ ubrzati program na nacin da se koriste AVX2 paralelne instrukcije da se radi 4 puta
vise kombinacija odjednom. Moguce je organizirati posao na grafickoj kartici, no i dalje je
ogranic¢enje ukupna koli¢ina memorije. Ako bi se uspjelo ukloniti ograni¢enje memorije bez da se

poveca vrijeme, algoritam bi bio mnogo brzi.
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SAZETAK

Josipov problem je problem u kojem n osoba stoji u krugu. Cilj je prolaziti kroz krug i
uklanjati svaku drugu osobu sve dok ne preostane samo jedna. Moguce je izvesti formulu pomocu
koje se moze iz broja n odrediti koja osoba treba prezivjeti.

Poopcéavanjem problema se dobije nova inacica problema takva da se traze g-ovi, a ne
prezivjele osobe. Trazenjem rjesenja poopcenog problema se dode do spoznaje da odredeni slucaji
nisu moguci. TraZenje tih nemogucih slucajeva je cilj implementiranog programa.

Analiza algoritma koji trazi nemoguce slucaje je bitna jer implementacija algoritma ovisi
0 njoj. Zbog velike kompleksnosti odredena zrtvovanja su potrebna po pitanju vremena izvodenja
| zauzete memorije.

Implementacija je napravljena u programskom jeziku C++ zbog performansi 1 lakoce
koristenja viSe niti. Radi ubrzavanja programa, implementiraju se dvije optimizacije, jedna vezana
za kopiranje memorije, a druga vezana za modulo operaciju. Obje optimizacije zajedno ubrzavaju

program za 60%.

Kljuéne rijeci: C++, optimizacija, Josipov problem, viSenitnost, memorija
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Parallel program for the Josephus problem in C++
Abstract

The Josephus problem is a problem in which n people are standing in a circle. The goal is
to go through the circle and eliminate every second person until only one remains. It is possible to
produce a formula that is capable of calculating the position of the survivor from the number of
people.

By generalizing the problem a new form of it is created such that the solutions are g-s and
not the surviving people. Searching for solutions of the generalized problem reveals the fact that
some combinations are impossible. The searching of those combinations is the goal of the
implemented program.

Analysis of the algorithm which searches for the impossible cases is important because the
implementation depends on it. Due to its high complexity, some sacrifices are necessary with
respect to memory and execution time.

The implementation is made in C++ because of performance and the ease of use of threads.
To speed up the program, 2 optimizations are made, one to speed up memory transfers and the

other to optimize the modulo operation. Together the optimizations speed up the program by 60%.

Keywords: C++, optimization, Josephus problem, multithreading, memory
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