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1. UVOD

Tema ovog zavr$nog rada je razvoj web aplikacije za rjeSavanje nelinearnih jednadzbi s jednom
nepoznanicom, koriste¢i numericke metode. Nelinearne jednazbe nije uvijek moguce rijesiti
pomocu formula, u takvim slucajevima koriste se numericke metode koje omogucuju priblizno
rjesenje problema. U ovom radu, web aplikacija ¢e omoguciti rjeSavanje nelinearnih jednadzbi
pomocu dvije numericke metode: metode bisekcije i Newtonove metode. Ove metode pruzaju
razli¢ite pristupe za nalazenje rjeSenja i odabrane su zbog svoje uc¢inkovitosti i Siroke primjene
u rjeSavanju nelinearnih jednadzbi. Metoda bisekcije je pouzdana metoda koja se koristi za
pronalazenje rjeSenja unutar zadanog intervala, dok je Newtonova metoda brza, ali zahtijeva

dobru pocetnu pretpostavku za konvergenciju.

Cilj ovog zavr$nog rada je izraditi web aplikaciju koja ¢e biti dostupna svima, omoguéujuci
korisnicima jednostavano rjesavanje nelinearnih jednadzbi. Aplikacija ¢e imati jednostavno
sucelje u kojem ¢e korisnici mo¢i unijeti jednadzbu, definirati interval ili pocetnu tocku, kao i

razinu to€nosti rjesenja.

U drugom poglavlju bit ¢e prikazana osnovna teorija nelinearnih jednadzbi, ukljucujuéi razlicite
vrste jednadzbi, njihove karakteristike, te primjeri problema gdje se nelinearne jednadzbe
pojavljuju. Takoder ¢e biti objaSnjene metode za njihovo analiticko 1 numericko rjeSavanje, te
¢e se detaljnije obraditi metoda bisekcije i Newtonova metoda, koje ¢e biti implementirane u
aplikaciji. Tre¢e poglavlje bit ¢e posveceno izradi web aplikacije. Bit ¢e opisane tehnologije
koriStene za razvoj aplikacije, te ¢e biti dan detaljan opis funkcionalnosti aplikacije, ukljucujuci
algoritme za rtjeSavanje jednadzbi. U cetvrtom poglavlju bit ¢e prikazana analiza
funkcionalnosti aplikacije kroz konkretne primjere rjeSavanja nelinearnih jednadzbi, te ¢e biti

obavljena evaluacija to¢nosti 1 u¢inkovitosti koristenih numerickih metoda.

1.1. Zadatak zavrSnog rada

U ovom zavrSnom radu je potrebno analizirati nelinearne jednadzbe s jednom
nepoznanicom i napraviti web aplikaciju za rjeSavanje jednadzbi jednom od numeric¢kih

metoda.



2. NELINEARNE JEDNADZBE

Nelinearne jednadzbe su jednadZzbe u kojima se pojavljuje najmanje jedan od ¢lanova koji je
nelinearan. Zbog toga su ove jednadzbe puno sloZenije i teze za rjeSavanje za razliku od

linearnih jednadzbi.
Imamo razlicite vrste nelinearnih jednadzbi, a to su:

1. Algebarske nelinearne jednadZbe — jednadZbe koje u sebi imaju polinome sa

nepoznatim varijablama, gdje su eksponenti varijabli nelinearni, tj. ve¢i od jedan.
apx®+ ap_x" 1+ +ax+ay,=0a,#0

2. Transcedentne nelinearne jednadzbe — jednadzbe koje nisu algebarske, kao $to su
trigonometrijske, eksponencijalne i logaritamske funkcije. Za razliku od algebarskih
jednadzbi, koje se mogu rijeSiti formulama do odredenog stupnja (n < 4),
transcendentne jednadzbe u vecini slu¢ajeva nemogu, pa se za rjeSavanje slozenih
algebarskih i transcendentnih jednadzbi koriste numericke metode koje rjeSenje daju s
odredenom to¢noscu.

3. Diferencijalne nelinearne jednadzbe — jednadzbe koje ukljuc¢uju nepoznate funkcije i
njihove derivacije, pri ¢emu su funkcije i derivacije nelinearno povezane. Zbog te
sloZzenosti, nemaju opca analiticka rjeSenja, pa se cesto rjeSavaju numerickim

metodama.

Primjeri nelinearnih jednadzbi:
x?—-9=0-> rjeSenjasux1=-3ix2=3

x?+ 1 =0 - nema rjesenja

Nas cilj je pronaci (realna) rjesenja nelinearnih jednadzbi oblika f (x) =0
Ako je vrijednost x takva da je f (x) = 0 kazemo da je:

1. X je rjeSenje jednadzbe f (X) =0

2. X je nultocka funkcije f



2.1. RjeSavanje nelinearnih jednadzbi

Da bismo eksplicitno rijesili nelinearne jednadzbe, osim linearnih, one predstavljaju veliki
izazov jer nemamo formule za rjeSavanje. Na primjer, Galoisova (Elvariste Galois, 1811 -
1832) teorija je pokazala da ne postoji konacan skup operacija koji bi nam omoguéio da
dobijemo to¢na rjesenja u sluc¢aju polinoma visih stupnjeva. U srednjoj Skoli ¢esto smo rjesavali
trigonometrijske, eksponencijalne i logaritamske jednadzbe, ali one su bile postavljene tako da
su se mogle rijesiti primjenom poznatih metoda i tehnika. Na primjer, znamo rijesiti jednadzbu
X?= 4 jer je to kvadratna jednadZba s jednostavnim rjesenjem X1 = 2 i X2 = -2, no kako bismo

rijesili jednadzbu poput x3+x?=5 ili €*= x ?

Opéenito, rjesavanje bilo koje jednadzbe s jednom nepoznanicom svodi se na pronalazenje
nulto¢aka odgovarajuce funkcije. Stoga umjesto traZzenja eksplicitnog oblika rjeSenja Cesto
koristimo numeri¢ke metode za aproksimaciju tih nultoc¢ki. To ukljucuje iterativne postupke
poput Newtonove metode, metode bisekcije ili druge metode koje konvergiraju prema rjesenju
dane jednadzbe. Ove metode omogucuju dobivanje pribliznih vrijednosti za rjeSenja s

odredenom to¢nosScu.

Neka je zadana nelinearna funkcija f : I 2 R, gdje je I neki interval. Trazimo sve one toc¢ke x

€ lzakojeje f(x) =10
Takve toc¢ke x zovu se rjeSenja ili korijeni pripadne jednadzbe, odnosno nultocke funkcije f.
Pretpostavljamo:

e Funkcija f je neprekidna na 7

e Nultocke funkcije f su izolirane

Nultoc¢ka «a € I funkcije f izolirana ako postoji okolina od a u kojoj ne postoji neka druga
nultocka od f. [2]



Slika 2.1 Funkcija ima cijeli interval nultocki, niti jedna nije izolirana [2]

Slika 2.2 Funkcija ima 4 izolirane nultocke [2]

Neprekidnost funkcije f se Cesto koristi za odredivanje intervala u kojem se nalazi nultocka.

Ako za neki segment [a,b] vrijedi:

fl@)-f(b) <0 (2-1)

i ako je funkcija f neprekidna, tada nuzno postoji nulto¢ka unutar intervala [a,b]. Naime, ili je
fla) <0< f(b)ilije f(b) <0< f(a), $to prema poznatom rezultatu iz analize znac¢i da
neprekidna funkcija prelazi sve vrijednosti izmedu f(a) i f(b). Dakle, postoji to¢ka o (alpha)
u [a,b] za koju vrijedi f(a) = 0.

Treba napomenuti da unutar intervala [a,b] moze postojati vise nultocaka funkcije f, Sto je

prikazano na slikama 2.3 i 2.4. U oba primjera vrijedi f(a) - f(b) < 0.



Vs

A

Slika 2.3. Funkcija s jednom nultockom u intervalu [a,b] [2]

Slika 2.1. Funkcija s vise nultocki u intervalu [a,b] [2]

Za svaki interval [a,b] za koji vrijedi f(a) - f(b) > 0, oni takoder mogu (ali ne moraju)
sadrzavati nultocke funkcije f. Da bi smo ih pronasli, potrebno je detaljnije analizirati funkciju
f 1 odabrati manji pocetni interval. Primjetimo da na slici 2.3. postoje mali segmenti [a,b] oko
svake nultoc¢ke gdje vrijedi f(a) - f(b) < 0. Nasuprot tome na slici 2.4. ne moZe se pronaci
takav interval jer je nultocka parna. Problem pronalazenja takvih nulto¢ki moze biti numericki
nestabilan: za funkciju f prikazanu na slici 2.4., ¢ak i za vrlo mali € > 0, funkcija f(x) + ¢

nema nultocke. To nije sluc¢aj na slici 2.3. niti za prethodne slike.

Ako su sve nultocke neprekidne funkcije f na segmentu [a,b] izolirane, onda takvih nultocaka

moze biti samo kona¢no mnogo.



Ako to nije slucaj, tada postoji beskonacan niz nultocaka a1,02,... unutar [a,b]. S obzirom da
je [a,b] ogranicen interval, ovaj niz nulto¢aka ima gomiliste a € [a, b]. Ova tocka gomilista bi

takoder bila nultocka funkcije f zbog njene neprekidnosti.

N

Slika 2.2. Prikaz funkcije koja ima nultocku unutar intervala [a,b] [2]

Slika 2.3. Prikaz funkcije koja nema nultocku unutar intervala [a,b] [2]

Cilj nam je, za zadanu to¢nost € > 0 pronaéi aproksimacije @q, &, ...Q; za sve nultocke

a1y, ... ay funkcije f tako da za apsolutnu pogresku aproksimacije vrijedi:

la; —a;| < ¢



Postupak se sastoji od dvije faze:

1. PronalaZzenje segmenata [a,b] koji sadrze barem jednu nultocku. Ovo je izazovan
zadatak koji se obavlja analizom toka funkcije.

2. Primjena iterativnog algoritma za odredivanje nultocaka s trazenom to¢nosc¢u €
2.2. Metoda bisekcije

Metoda bisekcije predstavlja jedan od najjednostavnijih postupaka za pronalaZenje rijeSenja
nelinearnih jednadzbi, tj. nultocke. Ako je funkcija f(x) neprekidna u intervalu [a,b] i
zadovoljava uvjet f(a) - f(b) <0, tada se metoda bisekcije mozZe Koristiti za sigurno

konvergiranje prema rjesenju a. [4]

Kako funkcionira metoda bisekcije?
Postupak se sastoji od sljedecih koraka:

1. Prvo se odreduje srednja tocka cz intervala [a,b] prema formuli

_a1+by

C1 >

gdjesu:ai=a, b1=h.
Ako je f(c1) =0 tada je c1 trazeno rjesenje.

2. Akoje f(cy) # 0ivrijedi f(ay) - f(cy) < 0, tada se novi interval smanjuje na [az, ¢1]
i ponovo se ratuna srednja tocka novog intervala. Ako je f(a,) - f(c;) > 0, tada je
korijen u intervalu [c1, b1].

3. Ovaj postupak se ponavlja sve dok se duljina intervala ne smanji na zeljenu to¢nost €
ili se ne dostigne unaprijed odredeni broj koraka [5]

Matematicki, to€nost aproksimacije moze se izraziti kao:
1
Ia—xnISZ—n(b—a)Se (2-2)

Iz formule (2-2) slijedi da broj koraka n mora zadovoljiti:

log(b—a)-log e )
nz—=—— o= (2-3)
Ako funkcija f(x) ima neprekidnu prvu derivaciju, tada se dodatno moze koristiti sljedeca
procjena:

|ficn|
a—x,| < Se (2-4)
.



Gdje je m; najmanja vrijednost prve derivacije f(x) na intervalu [a,b].

Na slici 2.5 ispod je prikazana funkcija f(x) i postupak odredivanja srednje toc¢ke intervala i

suzavanja intervala.

Slika 2.4. Metoda bisekcije [4]

Primjer 1.: RijeSimo metodom bisekcije jednadzbu x?—4 = 0 na intervalu [1,3] s toéno§éu

0.1.
RjesSenje:

U ovom primjeru koristimo metodu bisekcije za rjesavanje zadane jednadzbe. U nastavku su

prikazani koraci rjeSavanja.

Imamo zadani interval [a,b] = [1,3]. IzraCunamo vrijednosti funkcije na krajevima intervala:
f(1)=12-4=-3
f(3)=32-4=5

Vidimo da vrijednosti funkcije na krajevima intervala imaju razli¢it predznak Sto znaci da

unutar intervala postoji bar jedna nultocka funkcije.



1. Prvo izracunavamo srednju to¢ku intervala:

a+b 143
c1 = = =

2 2

2. Izracunamo vrijednost funkcije u toj tocki:
fle) =f(2)=22-4=0
Vidimo da je f(c;) = 0, to znaci da je c; traZeno rjeSenje.
Da bi pokazali postupak sa vi$e iteracije pretpostavicemo da je f(c;) # 0

3. Racunamo broj potrebnih iteracija za postizanje to¢nosti € = 0,1 :

> log(b —a) — loge

log 2
Gdjesu:a=1,b=3ie=0.1

- log(3—-1) —log 0,1
- log 2

n=4.32

Iz izraCuna vidimo da je potrebno najmanje 5 iteracija.

flx)
15 i R]eserlwl]e
—&— Iteracija 0
10

Slika 2.5. Graficki prikaz funkcije



Na slici 2.5. je prikazan graf funkcije sa oznac¢enim intervalom i srednjom tockom, tj. u ovom

sluc¢aju rjesenje.

4. Tablica iteracija
Tablica 2.1 Tablica iteracija

Iteracija a b c f(a) f(b) f(c) Novi interval
1. 1 3 2 -3 5 0 [1,3]

2 1 2 1.5 -3 0 -1.75 [1.5,3]

3 15 3 225  -1.75 5 1.0625 [1.5,2.25]

4. 1.5 2.25 1.875 -1.75  1.0625 -0.484375 [1.875,2.25]
5 1.875 2.25 2.0625 -0.4844 1.0625 0.25390625 [1.875,2.0625]

Rjesenje jednadzbe X?— 4 =0 na intervalu [1,3] s to¢noséu € = 0.1 je priblizno x ~ 2,0625.
Vrijednost funkcije f(x) na toj tocki je priblizno 0.25390625 sto je dovoljno blizu nuli s obzirom

na zadanu toc¢nost.
Primjer 2.: RijeSimo metodom bisekcije jednadzbu Inx + x — 3 =0, s to¢nos§c¢u 0.005
RjesSenje:
Posto nije zadan interval morat ¢emo ga sami odrediti tako Sto ¢emo provjeriti vrijednosti
funkcije u nekoliko tocaka.
fO=In1+1-3=0+1-3=-2

f(2=In2+2-3 =0.693 +2-3=-0.307

f3)=In3+3-3 =~1.099+3-3=1.099
Iz ovoga vidimo da je f(2) <01 f(3) > 0, tako da se rjeSenje nalazi u intervalu [2,3].

v . . a+b 2+3
Izra¢unamo sredinu intervala: ¢ = - =5 = 2,5

Izra¢unamo vrijednost funkcije u sredini: f(2,5)=1In2,5+2,5-3 = 0.9163 + 2,5-3=0.4163

log(3—2)—-10g(0,005)

~7,6439 2n=28
log 2

Racunamo broj potrebnih iteracija: n >

10



-8

Slika 2.6. Graf funkcije In(x) + x -3

Tablica 2.2. Tablica iteracija

Iteracija a b c f(a) f(b) f(c) Novi interval
1. 2 3 2,5 -0,307 1,099 0,4163 [2,2.5]

2. 2 2,5 2,25 -0.307 0,4163 0,0609  [2,2.25]

3. 2 2,25 2,125 -0.307 0,0609 -0,1212 | [2.125,2.25]

4. 2,125 2,25 2,1875 -0,1212 0,0609 -0,0297 | [2.1875,2.25]

5. 2,1875 2,25 2,2188 -0.0297 0.0609 0.0155 | [2.1875,2.2188]
6. 2,1875 = 2,2188 2,2031 -0,0297 0,0155 -0,0071  [2.2031,2.2188]
7. 2,2031  2,2188 2,2109 -0,0071 0,0155 0,0042 | [2.2031,2.2109]
8. 2,2031  2,2109 12,2070 -0,0071 0,0042 -0,0013 | [2.2070,2.2109]

Nakon 8 iteracija suzili smo interval tako da odgovara zadanoj to¢nosti. Kona¢no rjesenje je

2,207.

11



2.3. Newtonova metoda (metoda tangente)

[5] Newtonova metoda, takoder poznata kao Newton-Raphsonova metoda je moc¢na tehnika za
numericko rjeSavanje jednadzbi. Ova se metoda Cesto koristi za aproksimaciju rijeSenja realnih

funkcija. Razvili su je Isac Newton i Joseph Raphson po kojima metoda nosi ime.
Newtnova metoda formira niz aproksimacija {x, },, € N,
Kako radi Newtonova metoda?

Newtonova metoda se temelji na iterativnom poboljSanju pocetne pretpostavke kako bi se
konvergiralo prema zeljenom rjeSenju. Pretpostavimo da je funkcija neprekidna na intervalu

[a,b] i da ima neprekidnu prvu derivaciju.
Ako je f(a) - f(b) <0, funkcija f ima rijeSenje u [a, b].
Newtonova metoda formira niz aproksimacija {x,,},, € N, oblika:

f(xn)
Xpn+1 = Xpn — ]%xn) (2'5)

Gdje je:

e X, je trenutna aproksimacija rjeSenja
e f(x,) je vrijednost funkcije f u tocki x,,.

e f'(x,) je vrijednost prve derivacije funkcije f u tocki x,.
Ocjena pogreske u Newtonovoj metodi je oblika:
M
|l — x| < 2_7;1 O = xp-1)? (2-6)

Gdje su:

e  svarno rjeSenje funkcije
e M, je maksimalna vrijednost apsolutne vrijednosti druge derivacije funkcije na intervalu

e m; je minimaln vrijednost apsolutne vrijednosti prve derivacije funkcije na intervalu

Ako Zelimo da pogreska u krajnjoj aproksimaciji bude manja ili jednaka €, dovoljno je:

|xn - xn—ll < e (2'7)
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U nekim slucajevima Newtnova metoda sigurno konvergira. Uvjeti za sigurnu konvergenciju

ukljucuju:

e Prvaidruga derivacija funkcije ne mijenjaju predznak na intervalu [a,b]
e Pocetna toCka je odabrana blize onom kraju intervala gdje je apsolutna vrijednost

derivacije veca.

|

Slika 2.7. Newtnova metoda

Primjer 3. Rije§imo jednadzbu e™-2+x =0 Newton-Raphsonovom metodom s to¢noscu
0.01.

RjeSenje:

1. Odredivanje m, i M,.

f(X)=-e*+1>0zax€e[1,2]=2m; =v(l)=-el+1=1- i =0.632121

F(X)=e*>0zaxe [1,2] = M, =/"((1) = = =0.367879

e

f"'( (x) =- e*< 0 - treba nam za lakSe odredivanje M,
Iz ovoga vidimo da je /" rastuca jer je " >0 i pozitivna pa je min u lijevoj granici intervala.

" je padajuca jer jer f"* < 0 i pozitivna pa je max u lijevoj granici intervala.
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2. Dinamicka ocjena pogreske

2.(1-1. 102
Ity — Xpoq| < f =0,18538

e

3. Odredivanje startne tocke

xo=2jerjef(2)-f"(2)>0

4. Konacno rjeSenje

f(2) e 2-242
X =2 =50 =2— 5= =1.843482357 , |x; — xo| =0.15652 < 0.18538

Primjer 4. Rijesimo jednadzbu x3- 2x + 1 = 0 Newton-Raphsonovom metodom s to¢no$éu

0,0001.

RjesSenje:

f(x)=x3-2x+1=0

Vidimo da je funkcija polinom tre¢eg stupnja tako da moze imati jednu ili tri realne nultocke.
Prvo ¢emo odrediti prvu i drugu derivaciju funkcije:

Prva derivacija:

f(x)=3x%-2 = funkcija je pozitivna kad je x > \E ikadjex < —\E dok je negativna izmedu
tih vrijednosti.

Druga derivacija:

f"(x)=6x - druga derivacija je linearna pa funkcija prelazi iz negativne u pozitivnu

Funkcija f(x)=x3—2x+/ ima realno rjeSenje na intervalu [-2,2]. S obzirom da prva i druga
derivacija moraju biti razli¢ite od nule, moramo suziti interval na [0, %] a za pocetnu tocku

¢emo odabrati Xo=0,5.
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Sada ra¢unamo mz i Mo,
Minimalna vrijednost ma:

f(0) =3-(0)2—2=0—-2= —2

(@)=s (= 22

Minimalna apsolutna vrijednost je | f'(%)lz % , pajemy = 22—5

Maksimalna vrijednost M2 :

(O)=ox=s 2=

Maksimalna vrijednost na intervalu [O, %] je u tocki x = g, paje Mz = %

Dinamicka ocjena pogreske:

24
M = 600
|xn+1 - xnl < 2n121 |xn - xn—ll2 = 22 Xp — Xp-1 2= E Xn — xn—ll2 = 30|xn — Xp-1 2

25

Iteracije:
f(0,5) =(0,5)%-2-(0,5) +1=0,125

f(0,5) =3 (0,5)2-2 =-1,25

x1 =05-22-06
—-1,25

f(0,6) = (0,6)° - 2 - (0,6) + 1 = 0,016
f(0,6) = 3 - (0,6)% - 2 = -0,92

x2 = 0,6 - 222° = 06174

-0,92
f(0,6174) = (0,6174)® - 2 - (0,6174) + 1 = 0,0008
(0,6174) = 3 - (0,6174)2 - 2= -0,8578

0,0008

X3 =0,6174 - ——— =0,6183
-0,8578

Vidimo da Newtnova metoda brzo konvergira prema rjeSenju s zadanom to¢nos¢u. Konacno

rjeSenje jednadzbe je x = 0,6183 .
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3. IZRADA WEB APLIKACIJE

U ovom poglavlju su prikazane tehnologije koje su koristene za izradu web aplikacije za

rjeSavanje nelinearnih jednadzbi s jednom nepoznanicom jednom od numeri¢ih metoda.

3.1. KoriStene tehnologije

3.1.1. HTML

HTML (HyperText Markup Language) je jezik za stvaranje web stranica. Pomoc¢u

HTML-a oblikujemo sadrzaj i stvaramo veze unutar web stranice. Jednostavan je za

koriStenje i brzo se uéi, zato je jako popularan. HTML je besplatan i dostupan je svima

Sto dodatno donosi njegovoj popularnosti.

Web preglednici omogucuju prikaz hipertekstualnih dokumenata koji se stvaraju

pomoc¢u HTML-a. Glavna uloga HTML-a je uputiti preglednik kako da prikazesadrzaj

stranice na ekranu, pri ¢emu se nastoji osigurati jednak prikaz bez obzira na koristeni

preglednik,racunalo ili operativni sustav.

HTML nije programski jezik i neomogucuje izvodenje operacija kao §to su matematicki

izracuni. Umjesto toga, koristimo ga za opisivanje struktura i veza unutar naSih web

stranica. HTML datoteke su obi¢no tekstualne datoteke s ekstenzijom .html.

Osnovni elementi svake HTML stranice su oznake (tags) koje definiraju kako ¢e se

elementi prikazati na web stranici. [6]

U ovom radu je korsten HTML5. Na slici 3.1. ispod je prikaz dio HTML koda.
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ih jednadzbi
se" data-target="#navbarNav" aria-controls=" "Nav" aria-expanded=

href="#">Pocetna "sr-only">(current)

<" href="#">0 kalkulatoru

Rjesavanje nelinearnih jednadzbi

kalkulator za rjesavnje nelinearnih jednadibi s jednom nepoznanicom numerikim metodama.
i

tionInput” placeholder="U

" id="intervalInput” placeholder="U e interval, npr. 0,3"

Slika 3.1. HTML kod od web aplikacije

3.1.2. CSS

CSS(Cascading Style Sheets) je jezik za stiliziranje koji se koristi za opisivanje izgleda
web stranica u HTM-u ili XML-u. Glavna uloga CSS-a je definirati kako ¢e se elementi
prikazivati na ekranu.

CSS je kljucan jezik na otvorenom webu i standardiziran je prema specifikacijama
W3C-a (World Wide Web Consortium).

Kroz CSS moZemo kontrolirati boje, fontove, raspored elemenata i druge vizualne
aspekte web stranica, ¢ime pruzamo korisnicima ugodno i konzistentno iskustvo
pregledavanja. Primjena CSS-a omogucuje razdvajanje sadrzaja od prezentacije,
olaksavaju¢i odrzavanje i poboljSavanje web stranice bez potrebe za mjenjanjem

HTML-a. [7]
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body {
background-color: Wi#fgfofa;

}
.container {
margin-top: 50px;
¥
.alert {
margin-top: 20px;

solutionDisplay {
margin-top: 20px;

h

#plot {
margin-top: 20px;

¥

table {
width: 10e%;

¥

th, td {
text-align: center;

Slika 3.2. Primjer CSS koda

3.1.3. JavaScript

JavaScript (JS) je lagani, interpretirani programski jezik s podrskom za funkcije prvog
reda. Najpoznatiji je kao skriptni jezik za web stranice, ali se koristi i u mnogim drugim
okruzenjima izvan web preglednika, kao S$to su Node.js, Apache CouchDB i Adobe
Acrobat. JavaScript je temeljen na prototipovima, podrzava vise paradigmi, dinamicki

jezik i podrzava objektno orijentirani, imperativni te deklarativni stil programiranja.

Vazno je napomenuti da se JavaScript ne treba zamijeniti s programskim jezikom Java.
Iako su oba naziva zastitni znakovi Oracle-a, jezici imaju razli¢itu sintaksu, semantiku
1 primjenu. JavaScript je kljucan alat za moderni web razvoj i kontinuirano se

prilagodava novim zahtjevima i tehnologijama. [8]
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Za logiku web aplikacije koja se bavi rjeSavanjem nelinearnih jednadzbi koristen je
JavaScript koji omoguéuje obradu korisnickog unosa, izracune koji su potrebni za

pronalazak rjeSenja jednadzbe te vizualizaciju rezultata.

3.2. Opis aplikacije

U ovom poglavlju ¢e biti opisana izrada web aplikacija. Struktura aplikacija se sastoji od
datoteka index.html, u kojoj je html kod za polja za unos podataka, tekst na stranici i css koji

daje izgled stranice i script.js u kome je napisana logika za rjeSavnje jednadzbi.

Na slici 3.2. ispod je prikazana pocetna stranica web aplikacije na kojoj imamo polja za unos
jednadZzbe, zadanog intervala, to¢nosti i mogucnost biranja metode rjeSavanja (Metoda
bisekcije ili Newtnova metoda). U gornjem desnom kutu imamo ,,0 kalkulatoru®, pritiskom na

to pojavice se prozor u kom je opisana upotreba kalkulatora sto se vidi na slici.

H Kalkulator za rjesavanje nelinearnih jednadzbi

Rjesavanje nelinearnih jednadzbi
Kalkulator za rjesavnje nelinearnih jednadzbi s jednom nepoznanicom numerickim metodama.
Jednadzba:
.
Interval:
Tocnost:
.
Metoda:

Metoda bisekdije

RUESI JEDNADZBU

© 2024 Kalkulator za rieSavanje nelinearnih jednadZbi. Napravio - Nikola Mini¢.

Slika 3.2. Pocetna stranica web aplikacije
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O kalkulatoru

priblizne rjegenje koje je pronadenc.

Upute za unos specifiénih jednadzbi

« Palinomi: £ unas polinoma koristite standardnu sintaksy,

npr. '
« Triganometrijske funkeije: Tigonometrijsie funkcje se
unose kac ) E td. Na primjer.

» Eksponencijaine funiceije: Ekspone:

t.getElementById
ocument.getElementById

Slika 3.5. DOMContentLoaded i prikaz stranice ovisno o izabranoj metodi

Na slici 3.5. je prikazan dio koda koji je zaduzen za dogadaje i logiku web stranice tj. korisnik
moze unijeti jednadzbu i odabrati numericku metodu za racunanje jednadzbe. Koristi se
'‘DOMContentLoaded' event listener koji osigurava da se skripta ne pokrene prije nego se ucita
cijela stranica. Konstante ‘form’, ‘methodSelect’, 'intervalGroup’, 'initial GuessGroup' se koriste
kao reference HTML elemenata na stranici, formu, padajuci izbornik za izabir metode, polje za

unos intervala i polje za unost pocetne vrijednosti.

Event listener na metodi 'methodSelect' sluzi da prikaze ili sakrije odredena polja za unos

ovisno o izabranoj metodi. Ako korisnik odabere Newtonovu metodu u sucelju ¢e biti
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prikazano polje za unos pocetne tocke, dok ¢e se polje za unos intervala sakriti. Suprotno je ako

se odabere metoda bisekcije.

form. addEv: ener it” (event) {
event.pr

document . getElementById(
parseFloat(document.getElemer
document. getElementById( 'me

equationStr.repl
equationS equationStr.repl

console.log("Un

console.log

console.log

') .compile();

allnput').value;

ementById( " "init
initialG

' + error.message);

Slika 3.6. Event listener za obradu unesenih podataka

Na slici 3.6 vidimo dio koda koji sluzi kada korisnik unese jednadzbu i odabere metodu, da
obradi i pravilno parsira jednadzbu i ukloni nepotrebne dijelove ako su uneseni f(x) ="ili '=0".

Za kompajliranje i evaluiranje jednadzbe i izracune derivacija Koristi se Math.js biblioteka.
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bisectionMethod(equation, a, b, tol) {
fa = E

a+b) /2
equation.evaluate({ x:

eration, a, b, c: result, x: r

Slika 3.7. Metoda bisekcije

Na slici 3.7. vidimo kod za ra¢unanje pomoc¢u metode bisekcije.

Metoda 'bisectionMethod’ prima parametre: funkciju, krajeve intervala i to¢nost. Na pocetku
odmah provjerava da li postoji nultoc¢ka u zadanom intervalu, ako rjeSenje postoji funkcija krece
sa iteracijama. Pomocu while petlje radi iteracije sve dok se nezadovolji uvjet. Metoda prvo
racuna vrijednosti funkcije na krajevima intervala. Ako je rezultat fa * fb vec¢i od 0 to znaci da
nultocka nije u tom intervalu i1 funkcija vraca poruku: ,,Funkcija nema nultocku u zadanom
intervalu“. Ako ne, onda metoda ulazi u while petlju koja se izvodi sve dok je polovina intervala
veca od zadane to¢nosti. U svakoj iteraciji se racuna srednja vrijednost intervala ¢ 1 vrijednost
funkcije fc. Ako je fc = 0 to znaci da je pronadena nultocka i metoda ispisuje iteracije. Ako je
fa*fc < 0, nultocka je izmedu a i ¢ pa se granica b postavlja na c ili suprotno nultocka je izmedu
c i b pa se granica a postavlja na c, a fa na fc. Petlja se zaustavlja kad je razlika izmedu aib

manja od zadane to¢nosti i metoda ispisuje kona¢no rjesenje, iteracije.
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newtonMethod(equation, derivative, x@, tol) {

dfx
iteration

fx) > tol && iteration < 1000

primijeniti.;

({ iteration, x, fx, dfx });

ation.evaluate({ x });
derivative_evaluate({
iteration++;

{ iteration, x, fx, dfx });

netode: ' + error.message);

Slika 3.8. Newtnova metoda

Na slici 3.8 vidimo kod za raéunanje pomoc¢u newtnove metode.

Newtonova metoda kao ulazne parametre prima funkciju, prvu derivaciju, pocetnu to¢ku xo i
to¢nost. Pocetna tocka se postavlja na vrijednost Xo, izracunava se vrijednost funkcije za X i
derivacija funkcije. Broj iteracija se postavlja na 0 i stvara se niz koji ¢e Cuvati podatke o
iteracijama. Metoda ima while petlju koja se izvrSava sve dok je apsolutna vrijednost f(X) veca
od to¢nosti i dok je broj iteracija manji od 1000. Prvo se provjerava da li je derivacija jednaka
0, ako je ispisuje se poruka ,,Derivacija je nula, metoda se ne moze primjeniti.”. Ako nije 0
izraGunava se nova aproksimacija x1. Koraci se dodaju u niz i vrijednosti se azuriraju. Petlja se

zaustavlja kad je uvjet zadovoljen.
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displaySolution(steps, equation, method) {

if (

tableRows;

if (method =
tableRows

<tr

.a.toFixed(6
.b.toFixed(6
.c.toFixed(6
.fc.toFixed(6

“).join(");
if (method ==
tableRows = steps.map(
<trs
[step.iteration}«
»${step.x ! ? step.x.toFixed(6
step.fx ? step.fx.toFixed(6
ep.dfx 1=— ? step.dfx.toFixed(6
</tr
“).join(");

finalResult = steps[steps.length - 1];
finalResultT = finalResult.c ? finalResult.c.toFixed(6) : finalResult.x.toFixed(6);

method

tableRows

Slika 3.9. Prikaz rjesenja

Na slici 3.9 vidimo funkciju koja prikazuje rjeSenja jednadzbi. Ako funkcija dobije string, tj.
poruku za greSku prikaze se crveni alert s porukom greske, a ako dobije niz koraka iteracija
prikazuje se tablica u kojoj su detalji svake iteracije i prikazuje se konacno rjesenje kao zeleni

alert. Na kraju se poziva funkcija za crtanje grafa funkcije.
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message) {

document. getElementById( " solution

Slika 3.10. Prikaz greske
Ova funkcija prikazuje poruku greSske u crvenom alert box-u. Koristi se za prikaz poruka

greSaka koje se javljaju tijekom parsiranja jednadzbe ili izvodenja metoda.

procrunction(equation, root) {
v math.range(-10, 18, 8.1).toArray();
.map(x equation.evaluate({

color: 'blue’

ion.evaluate({ x: root })],
mode: 'mark .

marker: color: 'red’, size: 12

. ]

ootTrace], layout);

Slika 3.11. Crtanje grafa
Na slici 3.11 je metoda za crtanje grafa funkcije. Prikazuje graf funkcije zajedno sa iteracijama
1 kona¢nim rezultatom. Za vizualizaciju se koristi biblioteka Ploty koja omogucuje interaktivni

prikaz.
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4. ANALIZA | REZULTATI

. v . . . . v
Rjesavanje nelinearnih jednadzbi
Kalkulator za rjesavnje nelinearnih jednadzbi s jednom nepoznanicom numerickim metodama.

Jednadzba:

er-x-2+x

Interval

12

Tocnost:

0.01

Metoda:

Metoda bisekcije v

RIJESI JEDNADZBU

Slika 4.1. Primjer unesene jednadzbe, intervala i tocnosti

Na slici 4.1. vidimo primjer unesene jednadzbe, intervala, tocnosti i metode kojom ce se

rac¢unati.

Kada se unesu potrebni podaci i klikom na plavi gumb ,rijesi jednadzbu® aplikacija ¢e
izraCunati konac¢no rijeSenje i prikazati tablicu sa iteracijama ovisno koju smo metodu odabrali

i ispod graf funkcije sto je prikazano na slici 4.2.

Primjenom metode bisekcije na jednadzbu e™ — 2 + x = 0 unutar intervala [1,2] S to¢nosc¢u
0.01 aplikacija je konvergirala na rjesenje X = 1.835938 kroz 7 iteracija. Newtonova metoda, s
pocetnom pretpostavkom Xo = 1.5, postigla je isto rjeSenje kroz samo 3 iteracija, Sto pokazuje

njenu u¢inkovitost u brzoj konvergenciji kada su zadovoljeni uvjeti za njenu primjenu.
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Konacno rjesenje
Rjesenje je priblizno: 1.835938

Iteracija a b c fi(c)
0 1.000000 2.000000 1.500000 -0.276870
1 1.500000 2.000000 1.750000 -0.076226
2 1.750000 2.000000 1.875000 0.028355
3 1.750000 1.875000 1.812500 -0.024254
4 1.812500 1.875000 1.843750 0.001973
5 1.812500 1.843750 1.828125 -0.011160
6 1.828125 1.843750 1.835938 -0.004599
Graf funkcije
— f(x)
zZ0 ® Rjetenje
15k
§ 10k
sk
o &
-10 -5 0 s

Slika 4.2. Prikaz konacnog rjesenja, tablice i grafa funkcije



5. ZAKLJUCAK

U ovom zavr$nom radu su analizirane nelinearne jednadzbe s jednom nepoznanicom i njihovo
rjeSavanje numerickim metodama i na osnovu toga je napravljena web aplikacija za rjeSavanje

istih. U radu je opisana teorija, koristene tehnologije i analiza rjeSenja.

Implementacija aplikacije omogucuje korisnicima rjeSavanje nelinearnih jednadzbi koristeci
metodu bisekcije i Newtonovu metodu. Korisnici unose jednadzbu, interval i toleranciju, a
aplikacija automatski parsira jednadzbu, izraCunava derivaciju (za Newtonovu metodu), te

prikazuje korake iteracija i kona¢no rjesenje.

Obje metode imaju svoje prednosti: Metoda bisekcije je stabilnija i uvijek konvergira unutar
intervala gdje funkcija mijenja predznak, dok Newtonova metoda brze konvergira ali zahtijeva
dobru pocetnu pretpostavku i ne-nultu derivaciju. Preporucuje se koristenje metode bisekcije
za jednostavnije jednadzbe ili kada je interval poznat, dok je Newtonova metoda pogodnija za

jednadzbe gdje je derivacija dobro definirana i poznata pocetna tocka je blizu rjeSenja.
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SAZETAK

U ovom zavr$snom radu je bio cilj istraziti numericke metode za rjeSavanje nelinearnih
jednadzbi s jednom nepoznanicom 1 izraditi web aplikaciju za rjeSavanje istih. Aplikacija
omogucuje jednostavno i precizno rjeSavanje takvih jednadzbi. Za izradu same aplikacije su
koristene tehnologije HTML, CSS i1 JavaScript. Pomoc¢u JavaScripta je rjeSena logika rjeSavanja
jednadzbi sa metodom bisekcije i Newtnovom metodom, ispis rjeSenja, graficki prikaz... , a
HTML 1 CSS su koristeni za izgled aplikacije. U radu je opisana upotreba aplikacije i prikazani

su primjeri rjeSenih zadataka.

Kljuéne rijeci: nelinearne jednadzbe, metoda bisekcije, Newtnova metoda, web aplikacija

ABSTRACT

WEB APPLICATION FOR SOLVING NONLINEAR EQUATIONS WITH ONE
UNKNOWN USING NUMERICAL METHODS

This thesis aims to explore numerical methods for solving nonlinear equations with one
unknown and develop a web application for solving such equations. The application allows for
simple and accurate solutions to these types of equations. The technologies used to develop the
application include HTML, CSS, and JavaScript. JavaScript was employed to implement the
logic for solving equations using the bisection method and Newton's method, as well as for
displaying solutions and graphical representations, while HTML and CSS were used for the
application's design. The thesis describes the use of the application and presents examples of

solved problems.

Keywords: bisection method, Newton's method, nonlinear equations, web application

(Potpis studenta)
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PRILOG 1-REPOZITORIJI NA GITHUB-u

https://github.com/nminic02/Zavrsni-rad

PRILOG 2 - WEB APLIKACIJA

https://nikola-minic.netlify.app/
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